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Forord

Utvecklingen av datorbaserade matematikverktyg och undervisningspro-
gram i matematik paverkar i allt stérre grad bide form och innehdll i den
grundliggande matematikundervisningen vid svenska universitet och hog-
skolor. En kartliggning genomférd 1998 pa initiativ av Grundutbildnings-
ridet visade att datorstéd forekommer i ungefir hilften av alla matematik-
kurser i grundutbildningen. Det framgick ocksa att &sikterna bland lirare
varierar mycket nir det giller omfing och form fér en effektiv dator-
anvindning i matematikundervisningen.

Hagskoleverket (Grundutbildningsridet) inbjod dirfor till ett idé- och
diskussionsseminarium om datoranvindning i hogskolans undervisning i
matematik och matematisk statistik. Seminariet dgde rum i Sigtuna den
10-11 september 1998 och samlade ca 80 deltagare med stor spridning 6ver
hégskolorna i landet. Programkommitté var Grundutbildningsridets refe-
rensgrupp f6r matematik™ under ledning av professor Hans Wallin. Plane-
ringsarbetet infér seminariet genomférdes av Christer Bergsten (smk),
Gerd Brandell, Eva Gunnarsson, Johannes Hylander, Erik Lindgren och
Johan Tysk.

Denna skrift innehiller dokumentationen frin seminariet och har
sammanstillts och redigerats av Christer Bergsten. For innehéllet stir
forfattarna och f6r den grafiska formen svarar Hogskoleverkets informa-
tionsavdelning.

Seminariet syftade till att
* ge en samlad information om datoranvindningen i matematikunder-

visning vid olika universitet och hogskolor i Sverige,
¢ ge tillfille till en samlad kritisk diskussion om hur datoranvindning

kan paverka kvaliteten pa matematikundervisningen,
o ge tillfille till idéutbyte och inspiration till fortsatt utveckling av ett
effektivt datorstod i matematikundervisningen.

* Grundutbildningsridets referensgrupp for matematik inrittades i september 1997
med féljande ledaméter: professor Hans Wallin (ordf.), univ. lektor Christer Bergs-
ten, univ. lektor Philip Brenner, univ. lektor Gerd Brandell, studerande Eva Gunnars-
son, professor Sture Higglund, univ. lektor Calle Jacobsson, studerande Erik
Lindgren, professor Georg Lindgren, univ. lektor Anders Tengstrand samt univ.
lektor Johan Tysk. Sekreterare ir Johannes Hylander, Grundutbildningsridet.



Programmet f6r seminariet innehéll gemensamma foreldsningar, presenta-
tioner frin olika hégskolor i parallellprogram, korta presentationer i
posterform av idéer och aktiviteter med datorstdd, samt arbetsgrupper dir
tillfille gavs till en fordjupad diskussion kring olika intresseomriden.
Programkommittén vill hir tacka medverkande och deltagare f6r atc de alla
bidrog till att gora seminariet trevligt, intressant och givande! Vi vill ocksa
tacka Hogskoleverket for den ekonomiska uppbackning som gjorde det
mdjligt att genomfdra seminariet.

Vir forhoppning ir att seminariet stimulerat till fortsatt diskussion och
utveckling av matematikundervisningens kvalitet vid svenska hogskolor.

Linkoping 1999-02-15
Christer Bergsten

Se vidare internetadressen: www.hgur.se/general/matte/members.htm
E-post dill hela referensgruppen:

E-post till Johannes Hylander: johannes.hylander@hsv.se

Aderess till Johannes Hylander: Grundutbildningsradet, Box 7851, 103 99
Stockholm



Summary and abstracts in English

The development of computer based mathematical tools and educational
software for mathematics has an influence on both the form and content of
undergraduate mathematics education. A survey study, which was perfor-
med in 1998 (see the paper by Bergsten in this volume), showed that
approximately half of the undergraduate mathematics courses in Sweden
had some form of computer support. However, the views among teachers
on how an efficient use of computers in mathematics education should look
like differed a lot.

The Council for the Renewal of Undergraduate Education of The
National Agency of Higher Education in Sweden invited to a seminar on
the use of computers in undergraduate mathematics education. The
seminar, which took place in Sigtuna, Sweden, September 10-11 1998 with
approximately 80 participants from different universities and university
colleges in Sweden, was arranged by the Reference Group for Mathematics
of The Council for the Renewal of Undergraduate Education, chaired by
professor Hans Wallin. The members of the executive programme committee
were Christer Bergsten (chair), Gerd Brandell, Eva Gunnarsson, Johannes
Hylander, Erik Lindgren, and Johan Tysk.

This volume, Darorstidd eller datorstord matematikundervisning?
(Computers in mathematics education — a help or a hindrance?), which
includes the proceedings from the seminar, was edited by Christer Bergsten.

The aims of the seminar were:

* to provide information on the use of computers in mathematics
education at different universities and university colleges in Sweden,

* to give an opportunity for a critical discussion on how the use of
computers can influence the quality of mathematics education,

* to give an opportunity to share ideas and give incitements for the
further development of efficient use of computers in mathematics

education.

The programme of the seminar included plenary talks, parallel sessions with
presentations from different universities/university colleges, a poster ses-

sion, and working groups on different topics related to computer supported



mathematics education.

In the first plenary talk Colette Laborde discussed and showed examples
ofhow a dynamic computer software in mathematics can be used to support
the interplay between models and of using geometrical models in various
fields of advanced mathematics, to support students’ flexibility or ability to
move between different mathematical settings (or models). Christer Berg-
sten presented in the second plenary talk results from a recent survey study
on the use of computers in undergraduate mathematics education in
Sweden.

Modelling activities were also discussed by Morten Blomhgj (the full
paper is not included in the proceedings), who shared experiences from
Roskilde University (Denmark) of mathematical modelling as a computer
based activity.

In one of two talks on the use of computers in the teaching and learning
of mathematical statistics Anders Holtsberg discussed different kinds of
statistical software and shared experiences from Lund University. Esbjorn
Obhlsson stressed in his talk how importantitis, in a learning situation, that
the student s in control of what is happening in the computations, and that
a spreadsheet is a perfect tool to achieve this.

There were also two talks on teacher education in mathematics. Kerstin
Ekstig reported that the main purposes of computer use in the teacher
training courses at Uppsala University are to increase the students’ under-
standing of mathematical concepts and to improve their problem solving
ability. Mikael Holmquist and Thomas Lingefjird used technology to
model difficult mathematical problem situations for teacher students and
discussed how that influenced their views of mathematics.

In their talks Bo Johansson, Gisli Mdsson, Ingemar Nésell, Hikan
Sollervall, and Peter Wingren all reported from work in progress on the role
of computers in the teaching of mathematics at each of their departments.

Inge Séderkvist described the aims, form and contents of a special course
for computer based mathematical tools at Luled University of Technology.
Anders Tengstrand gave examples and discusses experiences from projects
at Vixjo University where the computer was used as an experimental tool,
and Goran Andersson (the full paper is not included in the proceedings)
some experimental exercises for engineering students, using the Mathematica
notebook.



Abstracts

The use of computers in undergraduate mathematics
education in Sweden — A survey study

(Datoranviinding i higskolans matematikundervisning — Resultat frin en
enkétundersikning)

Christer Bergsten, Linkoping University

In order to getan overview of the use of computers and handheld calculators
in undergraduate mathematics education in Sweden a questionnaire was
distributed in early 1998 to teachers in charge of mathematics and
mathematical statistics courses. In mathematics 282 and in mathematical
statistics 81 completed questionnaires were received. Computer support
had increased the last three years from about 25 % to approximately half of
the mathematics courses. Computers were used less in the more theoretical
programmes in engineering and science than in shorter engineering program-
mes and teacher education. Differences in this respect between different
kinds of mathematical courses were not great, apart from more use in
courses in applied mathematics and teacher training. There were however
major differences between universities regarding how much computers
were used in mathematics courses, as was the case with the kinds of used
software. The most commonly used mathematical software were Matlab,
Maple and Mathematica, in that order. The dominant form of computer
use was computer labs. Assigned tasks and projects were less common, and
demonstrations in class by the teacher were rare. A growing use of web-pages
for course information and distribution of lab tasks could be noted.

The reasons for using computers in mathematics courses were many and
varied, and could be classified as pedagogical, informational, pragmatical,
vocational, and computer knowledge. Reasons for not using the computer
concerned lack of resources (financial, staff, and time), ineffectiveness (a
waste of time), lack of appropriate software and suitable forms, not needed,
or by tradition.

Handheld calculators, including graphical, are allowed on written exams
only in approximately a third of the mathematics courses, even less in the
more theoretical programmes. In the basic calculus courses they are almost
totally forbidden. Here as well there are major differences between
universities. Reasons for not allowing handheld calculators on exams
varied, but were mainly pedagogical and pragmatical.

In mathematical statistics the situation is different. Computers are used



in 80 % and handheld calculators almost in 100 % of the courses, and have
been used much longer than in mathematics. The dominating software in
use are Minitab and Matlab. Reasons given for using computers in
mathematical statistics courses concern understanding and increased stu-
dent activity, that it is necessary in a modern course in this field, and also
for preparing the students for the future professional life. Reasons for not
using the computer concern understanding, lack of resources (time), that
the course is “theoretical”, and that students have poor knowledge in
programming,.

Itisargued, in the discussion, that the step from the potential advantages
of using the computer in mathematics education to designing actual
student activities that work well and are worthwhile, is far from direct and
easy. Critical factors in this process are the knowledge and creativity of the
teachers.

Bridging different domains of mathematics through computer
based dynamic modelling
Colette Laborde, Université Joseph Fourier, Grenoble

University students are often told that the mathematical theories and
methods they learn are tools for solving real complex problems. But that is
not an easy task for many undergraduate students, who encounter great
difficulties in co-ordinating all mathematical resources they have and in
moving from one setting to another one. One of their major difficulties lies
in the absence of flexibility between settings (or models). Itis also very likely
that they especially lack abilities to represent geometrically algebraic objects
and operations.

The availability of software may deeply change the situation: thanks to
their calculatingand graphing power, they allow students to use visualisation
tools, to move between models and to spend part of the time on the
modelling and interpreting phases.

The present paper aims at presenting some examples of interplay
between models and of using geometrical models in various fields of
advanced mathematics made possible by this new kind of computer
environment with direct manipulation: complex numbers, linear algebra,
and differential equations.

All these examples are based on the following assumptions:
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* mathematical methods may be used outside the purely theoretical
framework from which they originate

* there are multiple ways of mathematically modelling a situation

* there is no complete congruence between different models, and each
model has its specific potentialities in terms of giving evidence of
mathematical phenomena; this is why it is fruitful to move from one

model to another one

Laboratory math — Some examples with Mathematica
(Laborativ matematik — Négra exempel med Mathematica)
Goran Andersson, KTH — Kista

The talk discussed some experimental exercises for engineering students.
These exercises (a Mathematica notebook) can be found at
hittp:/fwww.isk.kth.sel - goeran/arkivlforedrag/Sigtuna9809/

Mathematical modelling as a computer based student activity -
experiences from Roskilde University
Morten Blomboj, Roskilde University

Development of the students’ competencies in setting up, analysing and
criticising mathematical modelsisa central part of the two year introductory
study programme for science at Roskilde University. To further support this
focus on modelling competencies we are developing a computer based
elementary modelling course covering half of the study time in two
semesters. The course is organised around a series of modelling problems
with an increasing degree of complexity. Nearly all the modelling problems
have to do with compartment modelling of dynamical systems using
differential equations. The idea is to introduce the mathematical theory, i.e.
analytic and numerical methods and naive qualitative theory for systems of
differential equations, when, and not before, the students feel a need for
these techniques in their modelling work. Having tested several software
packages that support numerical and graphical analysis of differential
equations we decided to use MatLab, a powerful vector based numerical
tool.

The experiences from running the course twice in slightly different forms
show that the students find the course very relevant and exciting, but also

11



very difficult. During the course the students are introduced to three new

domains of knowledge; the notion of compartment modelling, differential

equations and the language of MatLab. This causes some frustration

especially in the beginning of the course. However evaluations show that

during the course most of the students (80 % out of totally 120) develop

competencies in setting up and analysing mathematical models for simple

dynamical systems.

In relation to the development of the course I am working with the

following five research questions, here listed with some preliminary answers.

12

How do students construct the concepts of mathematical models and
modelling?

Slowly and indirectly through work with problems that involve
setting up or analysing mathematical models.

What types of different competencies are involved in modelling
activities?

Conceptual understanding of the system. Technical mathematical
competence of understanding and analysing the model, including the
use of advanced software such as MatLab. Reflective competence
which allows critique of the model both within the domain of the
model and within the domain of the system.

Can modelling activities facilitate the students acquisition of
mathematical concepts?

At least for some students the modelling activities can add personal
meaning to the mathematical concepts, and modelling activities can
create personal motivation for studying mathematics.

How can progress in the students modelling activity be described?
A list of criteria for progress in modelling activities could be

— understanding the model, the ability to read meaning into the
mathematical representation of the model

— shifts between various representations of the model

— differentiation between the three domains: reality, system and
model

— differentiation between different types of assumptions

— cycling in the modelling process

— interpretation of model results

— critique of the modelling process.



Using computers in mathematics in teacher training
(Datoranvéiindning i matematik i lirarutbildningen)
Kerstin Ekstig, Uppsala University

Use of computers has been integrated in the mathematics courses in the
teacher training program at Uppsala University. The main purpose is to
increase the students’ understanding of mathematical concepts and to
improve their problem solving ability. Problem solving involves a lot of
creative activities such as devising a solving strategy and analysing the result.
Carrying out the plan often implies the performance of extensive calculations
and other routine operations. For many of the students this routine work
may be so laborious that they are not able to think of and understand the
mathematical ideas behind it at the same time. An important reason for the
use of computers in this context is that the students can concentrate on the
mathematical concepts involved in the problem.

Computer based problem solving demands a new kind of problems than
those predominating in ordinary textbooks. Many of these will turn out to
be trivial when powerful computing aids are used. More extensive and
complex problems are needed where the solving requires the student to
combine knowledge from the current course with mathematical reasoning
and with computations carried out on the computer.

An importantadvantage with computer usage is that the students will get
the opportunity to work in an exploratory way and to test different
hypotheses. By working this way they may discover patterns and general
relations.

The students’ attitude towards computer usage is of great importance. A
common experience from other attempts to use computers in mathematics
teaching is that some of the students, often quite a small part, are very
satisfied but that a majority of them find the computer applications mostly
an additional burden. However, according to my own experience it is
possible to construct computer applications that are considered to be a
valuable support in the course by almost all students. This requires that the
computer applications form an integrated part of the teaching and that it
enlightensimportant parts of the course under study, and that the computer
software used is easy to learn how to handle. The student must from the very
beginning be able to concentrate on the problem solving without being
diverted too much by trouble with handling the computer. This is of
particular importance for students participating in teacher training and in
other less mathematics-dominated programs.

13



Computer programs from which I have good experience are in the first
place the computer algebra software Derive and the spreadsheet software
Excel. Some examples of the use of these are demonstrated in this paper.

Computer supported mathematics in teacher training
(Datorstid i blivande matematiklirares utbildning)
Mikael Holmquist and Thomas Lingefjird, Géteborg University

Given an opportunity to use technology to model difficult mathematical
problem situations, teacher students at the Géteborg University reacted by
welcoming realistic work done in project teams or by complaining about
having to take responsibility for their own learning. They criticised the
problems of being unclear or too open which seemed to reflect their
discomfort in having to argue for a best solution rather than just finding one
solution. The changes in instruction from traditional lecturing to a more
problem-based open dialogue resulted in a transformation of authority in
which results from technology were not critically questioned, suggesting
that issues of responsibility and authority need to be made explicit in the
instructions. The students’ view of mathematics as an isolated subject with
one correct answer to each problem appeared to change to an insight into
mathematics as a living tool within all sciences. The way technology affects
the teaching and learning of mathematics is a growing research field with
many variables, of which we have mentioned a few in this paper.

Statistical software in statistics education at Lund University
(Statistikprogram i undervisningen i Lund)
Anders Holtsberg, Lund University

Students of statistics must become familiar with professional computer
tools for statistic modeling and analysis. However, there are many different
kinds of statistical software as well as user categories with different needs.
Some types of software are discussed and experiences are shared.

In statistics the computer is a necessary tool, not primarily a pedagogical
spice but really a must. Due to this fact it is necessary to use real tools early
in education, tools that the students will continue to use in real life. At the
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Department of Mathematical Statistics at Lund University many different
computer programs are used for various courses, based on what kind of
computer programs the students know or should know. Experience shows
two important points. Firstly, the data materials and the situation should be
real, not only the tool. Real data are interesting, simulated data are not.
Secondly, the intention and purpose of the computer exercises must be very

clearly expressed since this is not obvious to many students.

Changes in mathematical education

(Matematikutbildning i forindring)

BoIJohansson, Chalmers University of Technology and Géteborg Univer-
sity

Changes in mathematical education that are taking place at Chalmers
University of Technology and Géteborg University are described together
with an historical background. One goal is to create a synthesis between
mathematics, numerical analysis and computations. The use of computers
is important in this work.

Mathematics is becoming a more experimental subject as a consequence
of the availability of computers. They create an opportunity to make
mathematics more exciting and experimental, and thereby improve
mathematical understanding. Besides being a tool for experiments the
computer isalso a powerful tool for symbolic as well as numerical calculations.

This new era in mathematical education opens up several possibilities.
First, computers offer a new way to attain a deeper understanding of
mathematics, and a potential to increase the standard of problem formulation
and solving. Second, the computeritselfisa tool to study problems and their
solutions in ways not possible before. Third, it is an excellent tool to use
modelling as a bridge between mathematics and natural sciences as well as
technical subjects.

A lot of work has been done in order to incorporate the computer as a
natural tool into mathematical education. In order to make this transition
successful we have already, at least partly, integrated numerics with classical
mathematics, in that we consider it natural to study both qualitative and
quantitative aspects of mathematics side by side. We have just taken a first

step into a new way of teaching mathematics.
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Computer supported mathematics in the project programme
(Datorstid i projektlinjens matematikurbildning)
Gisli Mdsson, Stockholm University

This paper describes the results from giving computer-supported first year
mathematics courses at the project programme in mathematics, physics and
mathematical statistics at Stockholm University. The viewpoint taken is
that the role of computers in mathematical education is twofold: On one
hand students must learn how to use computers as tools; on the other hand
computers can facilitate the understanding of various mathematical concepts.
The conclusion of the paper is that while teaching the students how to use
computers as tools worked rather well, trying to use them as a teaching aid
was mostly unsuccessful. One of the primary reasons for this was that the
software used for the computer labs was too advanced. Mathematical
content tended to get lost in syntax and other computer related problems.
A suggested solution to the problems observed is to use small, specialized
programs with a very simple user interface, which do little or nothing else
than explain a single mathematical concept.

Computer labs in mathematics education at the Royal Insti-
tute of Technology

(Datorlaborationer i matematikundervisningen vid KTH)

Ingemar Nisell, KTH (Royal Institute of Technology)

Since 1994 all undergraduate mathematics courses at KTH (Royal Institute
of Technology in Stockholm) include computer labs. Our teaching of
mathematics aims at developing, in students, both a conceptual understan-
ding and an ability to use mathematical methods in different kinds of
technical applications. Thearrival of computer software with both symbolic
and numerical facilities will lead to a change in the balance between these
two aims. The new tools lead to a questioning of the traditional goals of
mathematics education.

The aims of using computer labs are twofold: to make the students
familiar with the software (in our case Maple) which also is used in other
courses, and to increase the students’ understanding of mathematical

16



conceptsand relations. The latter is facilitated by the graphical facility of the
software that supports intuitive understanding,.

Important factors for a successful use of computers in education are
availability of computers and software for both students and teachers, user
support, a continuous revision of computer labs, and special introductory
courses.

Our experience shows that there is a strong connection between student
appreciation of the computer labs and the level of their own knowledge of
computers. We have also found that the engagement, knowledge and
attitude of the teachers are important factors. Success in the use of computer
labs requires that the labs are integrated with the course material.

EXCELIlent Exercises or Exaggerated Examination?
(Excellent exercis eller exagererad examination?)

Esbjorn Ohlsson, Stockholm University

Educational use of statistical software packages enables exercises where
realistic data sets can be analysed in a semi-professional way. Exclusive use
of “black box” packages in a mathematical statistics course may result in
severe loss of understanding of concepts and techniques. Manual
computation is an important tool in statistical education, even though it
represents an out-of-date technique from the view point of statistical
practice.

“Manual” in this case really means “with a pocket calculator”. Without
loss, the pocket calculator can be replaced by a spreadsheet program, such
as Excel. The spreadsheet leaves the student in perfect control of the
situation and, in our opinion, enables an even better understanding of
statistical methods and the underlying concepts than pocket calculator
computation. An example with variance computing is given to illustrate
this point. Spreadsheets allow for “manual” computation in situations
where the arithmetic workload is too large for the pocket calculator.

We also discuss the problem that assessment with spreadsheets can
become an almost impossible task when the number of students per teacher
is large.
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One lab in each math course
(En matematiklaboration per kurs)
Hakan Sollervall, Uppsala University

Based on the experiences from some years of computer use in first year
undergraduate mathematics courses at Uppsala University, it was decided
to revise these activities. Students had to spend a lot of time and effort
learning the software, and it was felt that this took too much time from real
mathematical training. It was realised that computer labs in mathematics
really must support the mathematical development of the students, that the
labs should not take too much time and treat only basic components of the
course, that focus should be on mathematical content, that students must
practice to express themselves mathematically and work “by hand” as well
as with the computer, and that students should get insight into the
potentials of the computer as a mathematical tool.

Based on the these ideas, the most appropriate form of computer use
chosen at our university was one computer lab in each math course.
Detailed lab material was produced, with an introduction to the purpose of
computer labs in mathematics, description of mathematical content,
general instructions, lab descriptions, useful hints and help-files for software
(in this case Maple), advice for writing the lab report, and finally an example
of a completed lab report. The lab descriptions include some simple
exercises for the students to complete by hand, to make them well prepared
for the computer part of the lab. The new lab system was introduced in the
fall of 1998, and has not yet been evaluated.

A separate course for computer supported mathematical tools
(En separat kurs for datorstodda matematikverktyg)
Inge Séderkvist, Luled University of Technology

A short course about computer aided mathematical tools, given at Luled
University of Technology, is presented. Often students use such tools only
in courses where other issues are of more interest and the focus is not on how
to use the tools. The aim of this course is, however, to give the students an
overview of existing tools and to provide experience of practical use of tools
such as Matlab and Maple. Prior to the course students have one year of
mathematics studies in the engineering programs. The focus of the course
is on how to use the tools, and to give students such familiarity with these

18



tools that they later on can use them when needed. Examination of the
course is made by assigned tasks on problem solving with Matlab and
Maple.

Information about the course can be found on the web-page http://
www.sm.luth.se/ ~inge/coursess MAM098/MAM098.html

The computer as an experimental tool
(Datorn som experimentverktyg)
Anders Tengstrand, Viixjo University

During 1991—97 some projects in the teaching of mathematics were

carried through at Vixj6 university, using continuous assessment, group

work, and increased standards on oral and written presentations from the

students. The main aim of the projects was to increase the students’

communication skills and creativity. They had to solve and present the

solutions of a number of comprehensive problems. It was therefore natural

to construct problems where the computer was a tool to see patterns and

relations. In this article we give two examples of problems of this kind. Both

are geometrical and both give rise to questions of the following kind:

* Is it possible to prove a mathematical proposition with the help of a
computer?

* What is a proof?

¢ Is it possible to create a general theory where the solution of the

actual problem is just a special case?

Computers in undergraduate mathematics at the Department
of Mathematics, Umea University.

(Datoranvéiindning i grundliggande matematikundervisning vid Umed uni-
versitet)

Peter Wingren, Umed University

From our experience at Umed University the following should be conside-
red when the use of computers in mathematics education is introduced at
a whole department: create a group of pilot teachers, get support from the
chairman, learn from other universities, let the faculty take part in a
computer algebra systems course, and start with pilot projects. An example
of how web site material can be used for introduction of a project about
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fractals or as an introduction to a linear algebra course is also given. Itis very
convenient to use illustrations and animations of fractals and applications

of fractals to natural sciences and image compression on a website.
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Datoranvandning i hogskolans
matematikundervisning
— Resultat fran en enkdtundersokning

Christer Bergsten
Linkdpings universitet

Sammanfattning

Foratt fi en 6versiktlig bild av datoranvindningen i den svenska hdgskolans
matematikundervisning genomférdes under viren 1998 en enkitunder-
sokning. Kursansvariga (eller motsvarande) lirare for kurser i matematik
och matematisk statistik besvarade frigor om bl.a. typ och omfing av
datorstod och argument for eller emot anvindningen av datorer i undervis-
ningen. Resultatet kan sammanfattas i bl.a. foljande slutsatser: stadig
okning av datoranvindning under de senaste tre dren till ca 50 % av
kurserna 1 matematik och ca 80 % av kurserna i matematisk statistik; stor
skillnad mellan olika hégskolor; ingen storre skillnad mellan utbildningar
(lararutbildningar speciell situation) eller kurser (utom ’tillimpade”);
Formerna for datoranvindning varierar i allminhet inte s mycket; argu-
menten for och emot datoranvindning i matematikundervisningen varie-
rar men ryms huvudsakligen inom fem till sex kategorier; stor skillnad
mellan hégskolor i miniriknarpolicy pé skriftlig tentamen i matematik, dir
totalt ca 1/3 av kurserna tilliter minirdknare; argumenten mot miniriknare
pa skriftlig tentamen i matematik 4r minga och "motstdndet” ir starkt pd
flera hall; det finns ett uttalat intresse hos ménga lirare att utveckla
datorstédet i matematikundervisningen.

Inledning

Tekniska hjilpmedel for berikningar har anvints i matematiken si linge
matematiken har funnits. Tidiga exempel p& detta dr den kinesiska
stavaritmetiken (frén ca 300 £.Kr., se Thompson 1991, s. 120-121) och
olika typer av abakus. Automatiserade berikningsverktyg for de fyra rikne-
sitten har funnits sedan 1600-talet (Pascal och Leibniz). I gymnasieskolans
matematikundervisning anvindes riknestickan inda in pd 1970-talet tills
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den elektroniska minirdknaren borjade tas i mer allmint bruk. Det var forst
da som den pedagogiska anvindningen av tekniska hjilpmedel i matema-
tiken pd allvar bérjade diskuteras (bl.a. i det s.k. ARK-projeketet; se t.ex. af
Ekenstam & Greger 1982). Den grafritande miniriknaren har anvints i
undervisningen sedan slutet av 1980-talet, bl.a. i ett stort upplagt projeke
1 USA sedan 1986 (Waits & Demana 1993). I Sverige har den anvints i
ADM-projektet (se nedan) och anvinds nu allmint pd de teoretiska
programmen i gymnasieskolan.

Datorn har anvints i skolmatematiken i Sverige sedan 1970-talet, bl.a.
i det omfattande s.k. ADM-projektet sedan 1986 (se t.ex. Bjork & Brolin
1993, 1995; for mer allmidnna dversikter av datorn i svensk skolmatematik
se t.ex. Riis 1987, 1991, Jedeskog 1994, 1996, Dahland 1997). I USA var
datorn ett centralt inslag i den ”Calculus Reform” som aktualiserades under
den senare hilften av 1980-talet pga. de diliga studieresultaten i matematik
inom hogskolan i USA (se t.ex. Douglas 1986, Steen 1988). Det var di
framférallt datoralgebrasystem (CAS = Computer Algebra System; dvs.
formelhanterande datorprogram i matematik med integrerad numerik,
symbolik och grafik) som ansigs ha stora potentiella méjligheter att 6ka
matematikforstdelsen, genom att ge studenten mer tid att arbeta med
begreppsforstielsen dd programmet kunde hantera den algebraiska kalky-
len. Aven integrationen av matematikens numeriska, symboliska och
grafiska uttrycksformer inom en och samma programvara ansdgs ha stor
pedagogisk betydelse (se t.ex. Hillel 1991). Sidana program bérjade
utvecklas redan p& 1960-talet (Reduce, Macsyma, Formac), i ett mindre mer
littillgingligt format i slutet av 1970-talet (muMath). Med utvecklingen av
programmen Derive (utvecklat ur muMath), Maple och Mathematica
(utvecklatur SMP) under 1980-talet fick denna typ avdatorstéd i matematik-
undervisningen en mer allmin spridning (se Bergsten 1994, for en kort
historik av denna utveckling och de erfarenheter som d& naddes, samt
Mayes 1997, f6r en senare uppsummering av forskningsresultat inom detta
omride). I Sverige har ndgra utvecklingsprojekt med sidana symbol-
hanterande program genomfdrts med stdd frin Grundutbildningsridet (se
beskrivningar pd Grundutbildningsrddets hemsida wwuw.hgur.se/general/
projects/concluded. htm av projekten av Bergsten 1992/93, Kagesten 1993/
94-95/96 och Lindahl 1994/95-95/96). Idag ir de den vanligast anvinda
programtypen i hogskolans matematikundervisning (se tabell 7 i denna
uppsats). Innan de symbolhanterande programmen bérjade anvindas
fanns datorstéd i matematikundervisningen huvudsakligen inom llim-
pade matematikkurser och krivde programmeringskunskaper. Ett sddant
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program ir fortfarande, enligt foreliggande undersskning, den mest an-
vinda programvaran i hégskolans matematikundervisning (dvs. Marlab; se
tabell 7 i denna uppsats).

Andra programvaror som ofta anvinds av pedagogiska skil i matematik-
undervisningen ir kalkylprogram (som Excel; se uppsatserna av Ekstig och
Ohlsson i denna volym) och dynamiska geometriprogram (som Cabri
Géometrie och Geometer’s Sketchpad; se uppsatserna av Laborde och
Tengstrand i denna volym).

Av de tv3 former av datorstdd och miniriknarstdd som brukar nimnas
i samband med matematikundervisning, dvs. datorn/miniriknaren som
berikningsstdd respektive pedagogiske stéd, dr det virdet av den senare
formen som oftast diskuteras. Underlittas lirandet av matematik, och/eller
okas kvaliteten i matematikkunskaperna med dessa stod, jimfort med
“traditionell” matematikundervisning dir huvuddelen av elevens/student-
ens arbete sker med hjilp av lirarledd klassrumsundervisning med lirobok
och papper och penna? Trots den nu ganska langa erfarenhet av datorstdd
i matematikundervisning som finns, bdde nationellt och internationellt, 4r
osikerheten fortfarande stor bland méinga lirare betriffande det pedago-
giska virdet av olika former av datorstdd. Forskningen ger annu heller inget
enkelt svar pd denna friga (se t.ex. Kaput 1992, Balacheff & Kaput 1996,
Noss & Hoyles 1996, Ruthven 1996, Heid 1997, Mayes 1997). I en
oversikt av forskningsresultat skriver Niss (1998) om IT i matematik-
undervisningen:

Research shows that it has opened avenues to new ways of teaching and learning

which may belp to greatly expand and deepen students marhematical experiences,

insights, and abilities. However, it further shows that this does not happen
automatically but requires the use of technology to be embedded with reflection
and care into the overall design and implementation of teaching-learning
environments and situations, of which I T-activities are but one amongst several

components. (s. 18, kursivering i original)

Han betonar ocksd att anvindningen av kraftulla datorverktyg i matematik
inte kan ersitta anvindarens matematikkunnande, utan snarare stiller

okade krav pd undervisning och lirande i matematik.

Bakgrund
Grundutbildningsridet inrittade i september 1997 en referensgrupp for

matematik for att frimja utvecklingen av matematikimnet och gav sam-

23



tidigt forfactaren till foreliggande rapport i uppdrag att kartligga det
pedagogiska anvindandet av datorer inom matematikimnet. Milet med
kartliggningen var att f3 en samlad bild av omfattningen och syftena med
datorstodet i hégskolans matematikundervisning, f6r information och som
stéd f6r fortsate arbete. Det preliminira resultatet frén den undersskning
som genomférdes presenterades for referensgruppen i februari 1998, som
dd beslutade att arrangera en konferens om datoranvindningen inom
matematikutbildningen f6r act hjilpa matematikinstitutionerna att gé
vidare i anvindandet av datorer i undervisningen. Foreliggande volym
utgor dokumentationen frén denna konferens.

Metod

Férattfi en oversikdig bild av datoranvindningen i den svenska hdgskolans
matematikundervisning valdes enkitundersskning som metod. Med rela-
tivt fi frigor kan man dd snabbtbelysa flera aspekter av datoranvindningen.
Fér atc 3 en bild av datorstddets omfattning och utformning inom olika
kurser i matematik och matematisk statistik valdes kursansvariga eller
motsvarande som mélgrupp f6r enkiten. Alternativet att bara skicka en
enkit till en central person pd varje institution (studierekeor eller motsva-
rande) forkastades frimst av skilet ate det ansdgs viktigt i en undersékning
av denna typ att fi hora den enskilde lirarens rést. Den kursansvarige har
ocksd stdrre detaljkunskap om datoranvindningen p& den egna kursen och
om studenternas upplevelse av dessa inslag i kursen.

De frigor som berérdes i enkiten (se bilaga) behandlade bl.a. allminna
uppgifter om kursen, om anvindning av miniriknare och datorer och
argument for/emot dessa, vilka erfarenheterna har varit, samrt lirarens
deltagande i utvecklingen av datorstéd i matematikundervisning. Enkiten
utformades si att det skulle vara méjligt act betrakea resultaten genom olika
”fonster”, dvs. jimfora datoranvindningen mellan olika hégskolor, mellan
olika utbildningar, mellan olika kurser, etc.

Med hjilp av elektronisk post anségs det relative enkelt att nd de flesta
kursansvariga i kurser i matematik och matematisk statistik vid landets
hogskolor. Alternativetatt bara skicka enkiten till ett slumpmissigt urval av
kursansvariga ansdgs for komplicerat (viktning mellan olika typer av kurser
etc.), férutom att bortfallsproblemet dessutom skulle kvarsta.

P4 vissa institutioner (frimst vid mindre hégskolor) ligger en del
tillimpade kurser (som kurser i numeriska metoder och optimeringslira)

inom imnet matematik, medan andra institutioner (frimst vid stdrre
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hégskolor) har inrittat sirskilda imnesomraden for denna typ av kurser.
Det har inte alltid gitt att med hjilp av enbart kursens namn avgora det
exakta kursinnehillet, sirskilt som en del kurser dessutom i4r breda till sitt
innehall. Hir 4r det ddrfor kursens huvudsakliga inriktning som fitt avgora
i vilken kategori den sorterats vid sammanstillningen av enkitresultaten.
D4 undersskningen skulle behandla kurser i matematik och matematisk
statistik skickades inte enkiten till ansvariga for kurser som till namnet var
“rent” tillimpade kurser (som kallades t.ex. numeriska metoder eller
optimeringslira).

Resultat

Resultaten redovisas i denna dversiktliga konferensrapport endast i diagram-
form med forklarande kommentarer. Totalt skickades enkiter tll 533
kursansvariga i imnena matematik och matematisk statistik, en del av dessa
med kursansvar for mer 4n en kurs. I imnet matematik grundas resultaten
pa 282 enkitsvar och i matematisk statistik p& 81 enkitsvar (dvs. samman-
lagt 363 kurser). Totalt har ca 45 % av de kursansvariga som fitt enkiten
besvarat den. I resultatredovisningen ir det nédvindigt att dtskilja imnena
matematik och matematisk statistik, di datoranvindningen inom dessa
discipliner har olika traditioner och syften.

Matematik

Tabell 1 visar antalet enkiter som besvarats for imnet matematik inom olika
utbildningar respektive kurser. Kurskategorin “6vriga” innehéller kurser
som delvisir tillimpade och en del kurser inom grundskollirarutbildningen

som ticker flera matematiska innehillsomriden och som ofta dven har

metodiskt/didaktiskt innehAll.

Utbildningar Kurser

Civilingenjor 97 Analys I
Ingenjor 62 Algebra 33
Mat/Nat 36 Linjar algebra 26
Lararutbildning 37 Transformkurs 17
Fristdende kurs 25 Komplex analys I
Basar 7 Basar 8

Ovriga 73

Tabell 1 — Antal enkiitsvar i matematik inom olika utbildningar respektive
kurser
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Tabell 2 ger en sammanfattande bild av omfattningen av datorstdet i
matematikundervisningen och av anvindning av miniriknare och graf-

ritande miniriknare pd tentamen i matematik.
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Tabell 2 — Anviindning av miniriknare, grafritande miniriiknare respektive
datorstid pa kurser i matematik (% av kurser)

Bland enkiitsvaren hade alltsd ca hilften av alla kurser i matematik nigon
form av datoranvindning. Miniriknare ir tilldten pa tentamen i matematik
pabaracaen tredjedel avkurserna. Hur detta fordelar sig mellan utbildningar,
kurser och hdgskolor framgar av den fortsatta resultatredovisningen. Dator-
anvindningen tas upp f6rst och direfter anvindningen av miniriknare pd

tentamen.

Datoranvindning

Tabell 3 visar omfattningen av datorstddet i matematik inom olika
utbildningar, mitt med procent av matematikkurserna inom respektive
utbildning dir datorstdd utgér ett reguljirt inslag. En observation dir dr ate
skillnaderna inte ir s vildigt stora (utom f6r basiret), men act de mer
teoretiska utbildningarna har mindre datorinslag in den kortare ingenjors-
utbildningen och lirarutbildningen. Inom den senare ir ju ocksd kunskap

om datorstdd i undervisningen ett undervisningsinnehall.
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Tabell 3 — Datorstid i matematik inom olika utbildningar (% av kurser)
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Tabell 4 visar andelen (%) av kurserna i matematik dir datorstdd anvinds.

Skillnaderna mellan kurser ir inte s uttalade, utom for basar och kategorin

ovriga kurser. Den senare kategorin innehéller ménga tillimpade kurser, dr

datorn ofta pd ett naturligt sitt anvinds som ett berikningsverktyg, samt

didaktiska kurser inom lirarutbildningen.
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Tabell 4 — Datorstid pé olika kurser i matematik (% av kurser). A = Analys,
Al = Algebra, L = Linjir algebra, T = Transformbkurs, K = Komplex analys,

B = Basir, O = Ovriga
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Datorstodet varierar diremot starkt mellan olika hégskolor, vilket framgar
av tabell 5. Aven dir ir marctet andelen (%) kurser i matematik dir
datoranvindning ir ett reguljirt inslag. Den hoga stapeln for KTH forkla-
ras av att institutionen har tagit ett beslut att datoranvindning ska fore-
komma pd alla kurser i matematik. Det kan ocksd observeras att trots
uttalade satsningar pd IT i Linkdping och Lund har datoranvindning inte
etablerats i nigon storre omfattning inom de traditionstyngda grundlig-
gande matematikkurserna vid dessa universitet.
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Tabell 5 — Datorstid i matematik vid olika higskolor (% av kurser)

En intressant aspeket dr ocksa den tidsmissiga, dvs. hur mnga ar datorstéd
har anvints p& de olika kurserna. Tabell 6 visar pé en stadig 6kning av
datoranvindningen, linjir snarare 4n exponentiell, och att nistan 60 % av
de kurser som anvinder datorstdd har haft det i hogst tre dr. Knappt 10 %
av matematikkurserna bland enkitsvaren har haft datorstod i mer 4n fem 4r.
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1abell 6 — Procent av darorstidda kurser i matematik som haft datorstod under

1 ar, 2 ar, osv.

De mest anvinda matematikprogrammen dr Matlab och Maple, samt
Mathematica (se tabell 7. I kategorin Ovr i tabellen finns t.ex. Mathcad,
Geometer’s Sketchpad, Matematikverkstad, ordbehandlingsprogram och
pedagogiska matematikprogram for skolan). Detta varierar emellertid
starkt mellan hogskolorna (tabell 8). Mathematica anvinds t.ex. mer in
Maple vid mindre hégskolor och i Katlstad finns en l&ng tradition av att
anvinda Matlab pd matematikkurser.
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Tabell 7 — Anviind programvara pi datorstidda kurser i matematik (antal

kurser)

29



25

o Got
20 oLin
oLul
15 olLun
o Sto
oKTH
10 - [oUme

= Upp

TRl T o e T T B

Maple Mathem Matlab Ovriga

Tabell 8 — Anviinda datorprogram i matematik vid olika higskolor (antal

kurser)

Enligt lirarnas uppfattning ir studenterna overlag positivt instillda till
datoranvindning dir den finns (tabell 9). Ofta beror negativ kritik frin
studenternas sida pa initialt motstind eller pga. tekniska problem med

datorerna.
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Tabell 9— Studenters instiillning till datorstid (% av datorstidda kurser enligt
lirare)

Féljande former av datoranvindning i matematikundervisningen har angi-
vits i enkiterna, hir skrivna i den ordning som ir vanligast forekommande:
¢ Laborationer

* Inlimningsuppgifter
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Projekt

Hemsidor, som anviinds bl.a. for distribution av uppgifter och labbar

Demonstrationer (vid foreldsningar)
Uppgifter kan 18sas med hjilp av dator som finns tillginglig i
lektionssalen

Den klart dominerande formen av datoranvindning ir laborationer, som

ofta ska redovisas och ibland ger sirskilda scudiepoing inom kursen. Detta

innebir att datoranvindningen i allminhet inte ir integrerad i den 6vriga

undervisningen, utan mer ett inslag med sirskilt syfte.

Hur datorn anvinds speglas i en del av de argument for datorstod i

matematikundervisningen som anges i enkiterna. Dessa argument kan

sorteras i foljande fem kategorier, dir de tre forsta dominerar bland

enkitsvaren:

Pedagogiska skdl

For det kar forstdelsen for matematik

For att underlitta forstielsen av vissa avsnitt

Ge studenterna forstielse for formlernas betydelse

Bittre/mer realistiska/mer komplexa exempel mojliga

Som belysning av begrepp

Majlighet experimentera, f3 idéer till l6sningar

Att trina fdrmégan att experimentera for att skaffa sig forstdelse
Aktivera studenterna

Ger bra méjlighet illustrera grafiska aspekter

Fér att motivera och gora stoffet mer konkret
For att beskdda den fysikaliska virlden

Information

Fér att ge information om méjligheter

Dagens studenter bor f3 inblick i vilka matematikhjilpmedel som
finns tillgingliga

Visa att det finns matematikprogram

Pragmatiska skal

Datorn ir ett anvindbart verktyg i matematik

For att 16sa mer komplexa problem

Vissa uppgifter kriver datorer

Ska man rikna pa differentialekvationer, si kan man idag inte klara
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sig utan datorer
* Handrikning ¢j méjlig i sammanhanget

Yrkeskunskap

* Del av ingenjérs vardag

* Ha nytta av sedan i vardagen/arbetslivet

* Bra om ingenjorer behirskar anvindandet av datoralgebra-program

* Datorer ir vanliga i skolan och sambhillet och blivande lirare maste
kunna se férdelarna och nackdelarna med detta hjilpmedel i under-

visningen

Datorvana

e ...for att vinja dem (dvs. lirarstud) vid datoranvindning i deras egen
undervisning

* Blivande lirare méiste f3 datorvana

* Vinjer studenten vid ett modernt arbetssitt

Ofta anges fler argument tillsammans:

¢ Oka elevens kinnedom om matematik-program, datorvana och
forstdelse

* Underlitta inlirning och forstdelse; 6ka motivationen, ge intressanta
tillimpningar; trina matematisk modellering; “aktivera” student-

.. » . i
erna, trina dem att "’kommunicera” matematik

Argument mot anvindning av datorer i matematikundervisningen gillde
resursbrist (dvs. tid och pengar), atc urbyter ir for déligt, atc datorer anvinds
i andra kurser, att limpliga program och former f6r datoranvindningen
saknas, atc det kriver matematiska grundkunskaper och att studenterna
saknar datorvana, att det helt enkelt inte behivs nigot datorstdd, eller att
kursens tradition utestinger en sddan forindring som datoranvindning
innebdr. Exempel p& formuleringar i enkitsvaren under négra av dessa

kategorier ir foljande:

Resursbrist

¢ Bristande resurser

e Personalbrist

* Vara datorplatser ricker inte till

¢ Ekonomiska resurser saknas, ldrartid och datorutrustade salar ir for f3
* Resursfriga i grundkurser som alla liser
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Grafriknare och sparbeting
Utrymmet inom kursen saknas

Tar tid fran individuell handledning
Tiden (dvs. ldrarens) ir otillricklig

Utbytet for dadligt

Anvindningen gav visserligen studenterna mer forstdelse, men
betydligt mindre forstdelse in de kunde uppnd genom andra 6v-
ningar/insatser p& samma tid

Bortsett frin praktiska problem sa tyckte studenterna att det var
bortkastad tid. De ansdg att de hade mycket stérre utbyte av att sitta
och rikna sjilva. (CAS, dvs. datoralgebrasystem i analys)

Har liten eller ingen effekt nir det giller att f6rstd hur saker hinger
ihop

Kriver for stora lirarinsatser i forhillande till vad eleverna fir ut av

det

Enbart figurritning tillfér kursen ganska lite

Ldmpliga program och former saknas

Lampliga hjidlpmedel som ir bra finns inte

Har inte kunnat hitta vettiga former som bidrar till matematik-
forstielsen

Kinner inte till limplig programvara

Har inte hittat limpligt material 4nnu

Behovs ej

Trining i bevisteknik och forstdelse av bevis huvudsak

Kursen introducerar nya begrepp som inte forklaras bittre genom att
anvinda dator

Ser inget skil

Ingen lirare har sett ndgon férdel med datorer pa denna kurs

Tradition

Av tradition
Vet ¢j. Traditionsbundet kanske?

* Att det inte blev ndgon laboration pd det avsnittet beror kanske mest

pd att man aldrig haft det forut och att jag inte tinkte p4 att infora

det.
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Ytterligare ett par citat fir illustrera uppfattningar som finns bland hog-

skolans matematiklirare:

* Jag anser att datorer/IT i undervisningen ska anvindas med omdome.
I de fall dir de 6kar forstdelsen dr de utmirkea hjilpmedel men
emellandt verkar det nistan som om det utbrutit ndgon form av
modepanik — datorer ska in pé alla méjliga och oméjliga stillen med
foljd att eleverna kndar under mingder av omfattande dator-
laborationer dir stérre delen av tiden gir till att avlisa programkod.

* Jag har aldrig anvint och kommer troligen aldrig att anviinda datorer
eller ens riknare i min undervisning. Mina studenter ir enligt
utvirderingarna éversvallande entusiastiska éver mina datorfria

kurser, bdde vad giller innehall och utformning.

Miniraknare
I'sdvil grundskolan som gymnasieskolan anvinds miniriknare pa i stort sett
allalektioner och skrivningar. P4 gymnasiets matematiktyngre program har
ocksd de flesta elever idag grafritande miniriknare, och lirobéckerna
innehaller instruktioner och uppgifter fér dessa verktyg. Detta ir bl.a. en
foljd av de nu gillande kursplanetexterna f6r skolan. Manga studenter
upplever det di som bide obegripligt och som en extra svirighet nir det
plotslige inte lingre dr tilldtet ate anvinda dessa hjilpmedel pa tentor i de
grundliggande matematikkurserna pa hogskolan, vilket ir fallet pA manga
hégskolor. For att fi en bild av hur vanligt det 4r att miniriknare inte fir
anvindas pd tentamen i matematik ingick nigra frigor kring denna
problematik i den enkdtundersskning som redovisas hir.

Tabell 2 visade att minirdknare fir anvindas pd tentamen pd drygt en

tredjedel av kurserna i matematik, grafricande miniriknare i ndgot mindre
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utstrickning. Av tabell 10 framgdr att teoretiskt inriktade utbildningar

’forbjuder” minirdknare i stor utstrickning, medan anvindningen ir

utbredd inom de mer skolnira lirarutbildningarna och baséret.
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Tabell 10— Anviindning av miniriknare respektive grafritande miniriknare pa

tentamen i matematik inom olika utbildningar (% av kurser). C=Civilingenjor,

I=Ingenjor, M=Mat.nat., L=Lirar, F=Fristdende kurs, B=Basdr

Det dr huvudsakligen i de inledande “stora” matematikkurserna inom

hégskolan, dvs. analys, algebra och linjir algebra, som miniriknaren inte fir

anvindas pd tentamen (tabell 11). Det kan noteras att den grafritande

miniridknaren 4r minst anvind pa de kurser dir den borde vara som mest

anvindbar, dvs. analyskurser.
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Tabell 11— Anviindning av miniriknare respektive grafritande miniriknare pd
tentamen i matematik pa olika kurser (% av kurser). A = Analys, Al = Algebra,
L = Linjir algebra, T = Transformkurs, K = Komplex analys, B = Basir,
O = Ovriga

Variationen ir stor mellan hégskolorna nir det giller miniriknarens still-
ning (Tabell 12).
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Tabell 12— Anviindning av miniriknare respektive grafritande miniriknare pd
tentamen i matematik pd olika higskolor (% av kurser)

De skil som anges for att inte tillita anvindningen av miniriknare eller

grafritande miniriknare pa tentamen i matematik kan sorteras i sju katego-

rier:
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Pedagogiska skl
Rirttviseskil
Sikerhetsskil
Institutionsbeslut
Epistemologiska skil
Pragmatiska skl
Tradition

De tre forsta skilen dominerar bland enkitsvaren. De skil som angetts ligga

bakom ett institutionsbeslut att inte tillita miniriknaren ir rittvise- och

sikerhetsskil. Féljande exempel frin formuleringar i enkitsvaren visar de

vanligast forekommande argumenten:

Risk for elektroniska fusklappar

Vira tentamensuppgifter dr sddana att man ¢j har nytta av minirik-
nare

Vissa typer av uppgifter méste slopas

Vill kontrollera algebraiska firdigheter

Minskar méjligheten kontrollera forstielsen av grundliggande
begrepp

Tentamen kontrollerar forstaelse

Kursen teoretisk

”Antligen begriper vi vad sin x ir. Forut var det bara en knapp pi
dosan”

En kurs ska trina det studenterna ir svaga pa

Miniriknare kunde bara distrahera studeranden

Ar starkt tveksam till virdet av dessa hjilpmedel (grafiska)

At rita graf pa riknare kriver ingen forstdelse

Man skall kunna sjilv

Begreppsbildning och manipulationsférmdga i algebra trinas inte
med miniriknare

Stud. ska lira sig genomfora elementira aritmetiska kalkyler

Stud. litar fér mycket p& miniriknaren, trinar inte upp sin kritiska
formaga

Tentamen avser att testa elevernas kunskaper och firdigheter i mate-
matik

Tentamensimnet dr matematik, inte apparatkunskap

Ingen anledning tillita

37



Ytterligare ett inligg citeras hir for att visa vad som ligger bakom termen
epistemologiska skiil, och vilken dimension man kan tilldela (oreflekterad)
anvindning av miniriknare vid matematiklirande.

* De senaste drens "kunskapsras” tror dtminstone jag till stor del beror
pa felaktig och ogenomtinke anvindning av riknedosor. Ménga fina
matematikuppgifter bygger pa att man gor en listig forenkling. Med
dosa behdver man ofta inte detta — dosan klarar den oférenklade
uppgiften innan jag hunnit komma pé sagda forenkling. D4 har man
16st uppgiften, men har man lirt sig nigot?

Matematisk statistik

Amnet matematisk statistik har pd minga kurser andra krav pa beriknings-
tekniska hjilpmedel 4n imnet matematik, varfor problematiken med
datoranvindning i undervisningen delvis har en annan karaktir. Dessutom
har 4mnet en betydligt kortare historia som akademisk disciplin 4n det
“rena” matematikimnet, vilket medfor att undervisningen inte ir “belas-
tad” med samma etablerade traditioner, dven om kurser i matematisk
statistik gavs inom matematikimnet innan det fick status av ett eget imne.
P4 grundkurser i matematisk statistik borjade inte datorer anvindas i nigon
nimnvird omfattning f6rrin i slutet av 1970-talet. Act detta inte skedde
tidigare berodde troligen mer pé datortillgingligheten én av att det sakna-
des behov.

Eftersom detir betydligt firre enkitsvar (81 st) till kurserna i matematisk
statistik @n i matematik dr det inte meningsfullt act dela upp resultaten i
underkategorier pd samma sitt som gjordes ovan for imnet matematik. Att
situationen ser annorlunda ut f6r matematisk statistik jimf6rt med mate-

matik framgdr av tabell 13, som kan jimforas med tabell 2 f6r matematik.
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Tabell 13 — Anviindning av miniriknare, grafritande miniriknare respektive
datorstid pa kurser i matematisk statistik (% av kurser)

Av tabellen framgar att datoranvindning férekommer pa de flesta kurser i
matematisk statistik och att miniriknare fir anvindas pa tentamen utom pa
ett fital kurser. Det handlar i dessa fall om kurser i sannolikhetslira och
andra teoretiske inriktade kurser.

Tabell 14 illustrerar vad som nimndes i inledningen till detta avsnitt,
nimligen att datorstédet i grundutbildningskurser i matematisk statistik
har en lingre tradition in i matematik. And4 har antalet nya kurser med

datorstdd okat varje ar de senaste fyra &ren.
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Tabell 14 — Procent av datorstodda kurser i matematisk statistik som haft
datorstdod under 1 dr, 2 dr, osv.
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Nir det giller den programvara som anvinds i undervisningen i matematisk
statistik 4r det tvd program som dominerar (tabell 15). Se vidare uppsat-
serna av Holtsberg och Ohlsson i denna volym f6r en diskussion av for- och
nackdelar med olika program i undervisningen.
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Tabell 15— Anviind programvara pa datorstidda kurser i matematisk statistik
(antal kurser). Mini=Minitab, Math=Mathematica, Ovr=Ovriga (t.ex. JMP
Statgraph, Statview), Prog=Programmering

Studenternas instillning till datorstédet i datorstédda kurser i matematisk
statistik skiljer sig inte mycket frén hur det ser ut i fallet matematik (tabell
165 jfr tabell 9).
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Tabell 16 — Studenters instillning till datorstod (% av datorstidda kurser i
matematisk statistik enligt lirare)
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De argument f6r datoranvindning i kurser i matematisk statistik som anges
dr huvudsakligen av fyra typer:

* Forstaelse

* Naodvindigt i en modern kurs i matematisk statistik

¢ Okad studentaktivitet

* For framtida yrkesverksamhet

Den forsta kategorin handlar om att datorstodet kan ge 6kad insikt i imnet,
bl.a. genom méjligheten till simuleringar. Samma kategori, forstielse, anges
ocksd som ett av fyra huvudargument mot dator anvindning:

e Forstelse

¢ Tidsbrist

¢ Teoretisk kurs

* Diliga kunskaper i programmering

Istillet for att bidra till 6kad forstdelse kan datoranvindning gora det
mdjligt att ta sig igenom en kurs utan forstielse. I vissa teoretiska kurser i
sannolikhetslira uppges att datoranvindning “skulle vara krystat”.

Diskussion och sammanfattning

En enkitundersékning av denna typ har som syfte att ge en bild av det
faktiska liget. Det innebir att det blir en osiikerhet om hur generaliserbara
de erhillna resultaten ir till bortfallet, dvs. till de kurser for vilka det inte
kom nagot svar pé enkiten. Bortfallet pd ca 55 % av de kursansvariga eller
motsvarande som fick enkiten ir inte jimnt fordelat mellan hgskolorna,
vilket kan forstirka de erhdllna skillnaderna mellan hégskolor och méjligen
dven mellan kurser. Nu ir emellertid inte syftet med undersékningen att
“peka ut” hégskolor eller kurser med 1&g eller hég datoranvindning, utan
att fi en 6versikedlig bild av sitcuationen i landet som helhet. Bortfallet dr inte
sd stort att det kan ifrigasitta resultatet att omfattningen av dator-
anvindningen generellt sett dr ganska stor och 6kande, men till sina former
av ganska begrinsad variation. Argumenten f6r och emot datorstéd och
mot anvindningen av miniriknare pd tentamen varierar men 4r mycket
samstimmiga i ett fital kategorier.

I undersokningar av den hir typen kan det ocksd finnas en tendens att
personer som inte ir s& intresserade av datorstéd (och som inte anvinder
det) inte svarar pd enkiten. Detta skulle kunna medféra att resultatet visar
pa en ndgot hogre datoranvindning 4n den faktiska, sirskilt fér de hogsko-
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lor som har lig svarsfrekvens pd enkiten. Bortfallsproblemen bedéms
emellertid inte som stora och kommer att analyseras utforligare i den
fullstindiga rapporten.

Med reservation for resultatet av den analysen kan resultatet ssammanfattas

i foljande slutsatser:

¢ Okad datoranvindning de senaste tre iren (till ca 50 % av kurserna i
matematik, ca 80 % i matematisk statistik)

* Stor skillnad mellan olika hégskolor

* Ingen storre skillnad mellan utbildningar (en speciell situation giller
for lirarutbildnigar)

* Ingen stdrre skillnad mellan kurser (utom tillimpade”)

* Stor skillnad mellan hogskolor i minirdknarpolicy pa skriftlig tenta-
men i matematik, dir totalt ca 1/3 tilldcer

* Grafritande miniriknare anvinds minst p& kurser dir man har mest
nytta av den (analyskurser)

* Symbolhanterande program och Matlab dominerar dator-
anvindningen i matematik, Minitab och Matlab i matematisk
statistik

* Formerna f6r datoranvindning varierar i allminhet inte s mycket

* Argumenten for datoranvindning i matematikundervisningen
varierar men ryms huvudsakligen inom kategorierna pedagogiska skil,
information, pragmatiska skil, yrkeskunskap och datorvana

* Argumenten mot datoranvindning i matematikundervisningen
varierar men ryms huvudsakligen inom kategorierna resursbrist,
utbytet for daligt, limpliga program och former saknas, behdvs ej och
tradition

* Argumenten mot miniriknare pa skriftlig tentamen i matematik kan
sorteras under rubrikerna pedagogiska skil, riteviseskil, sikerhetsskil,
institutionsbeslut, epistemologiska skil, pragmatiska skil och tradi-
tion, och “motstdndet” ir starke pa flera hall

* Det finns ett uttalat intresse hos ménga lirare att utveckla datorstodet

i matematikundervisningen

Avslutning

Minga som inte anvinder datorstod anger som skil att dom inte hittat
limpliga uppgifter eller former for det. P4 flera hill finns ocksd en generell
skepsis infor virdet. Detta visar atten diskussion kring datorstéd i matematik-
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undervisningen (som detta seminarium ir ett exempel pa) behovs.

Skilen for datorstdd nir det anvinds ir oftast fler och utfsrligare
beskrivna 4n skilen mot d& det inte anvinds. Skilen kinns ocksi mer
intuitiva och praktiskt grundade in baserade p4 den didaktiska (vetenskap-
liga) kunskap kring datormediets roll for kunskapens karaktir och utveck-
ling som finns och okar (t.ex. om datorns roll som “amplifier” respektive
“reorganiser”; se t.ex. Dorfler 1993). Det datorstéd som redovisas kinns
ocksd i de flesta fall ganska "traditionellt”. Manga kinner intresse och vilja
att utveckla olika former av datorstéd men fir motstind pa grund av
bristande resurser (frimst tid inom kurser).

Matematikimnet inom hégskolan har ocksd en l&ng och “tung” tradi-
tion. Bland enkitsvaren finns t.ex. nistan ingen diskussion om behov av
forindrat kursinnehdll ("modernisering”). Man har ofta en fast syn pa vad
matematikkunnande dr och hur man kan nd dit. Det 4r viktigt att kvaliteten
i kunskapen inte trings ut av nya tekniska hjilpmedels intdg, vilka aktua-
liserar en diskussion kring mélen med matematikundervisningen inom
olika utbildningsprogram. Datorn ir en ganska ny foreteelse i den matema-
tiska virlden och dess roll i matematikundervisningen ir fortfarande utsatt
for mycket “spekulationer”. Men precis som inom andra omriden av
undervisningsproblematiken ir steget frin “méjligheter” till fungerande
verksamhet l&ngt ifrdn direkt. Det beror sikert mer pa lirarens kunnighet
och kreativitet @n pa tekniken i sig om matematikundervisningen blir
datorstédd eller datorstord.
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Bilaga

Enkat om anvindning av datorer i matematikun-
dervisning
Uppgifter om datoranvindning pd kurs i Matematik/Matematisk statistik

ifylls av kursansvarig

I a. Kursens namn

Ib. Férdjupningsniva

Ic. Hogskolepodng

Id. Ungefdrligt antal studerande pa kursen ldsaret 1997/98
la. 1b. lc. 1d.

2a. Utbildning/Program/Fristaende kurs
2b. Hogskolepodng
2a.  2b.

3. Examinationsform

3.

4. Undervisningsform (féreldsningar, lektioner, laborationer, PBL
etc.)
4.

5a. Minirdknare (ej grafisk) tillaten pa tentamen
5b. Grafisk minirdknare tillaten pa tentamen

5a.  5b.
6a. Om svaret var NEJ pa fraga 5a, ange kortfattat varfor.
6b. Om svaret var NEJ pa fraga 5b, ange kortfattat varfor.

6a. G6b.

7. Datoranvdndning ingdr i kursen
7.
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8. Om svaret var JA pa fraga 7,

8a. sedan vilket ldsar?

8b. vilketlvilka datorprogram anvénds?

8c. beskriv hur och i vilken omfattning datorer anvdnds pa kursen,
samt om datoranvdndning ingdr i examinationen.

8d. beskriv kortfattat varfor datorer anvdnds pa kursen

8e. dr studenterna positivt instdllda till datoranvédndningen pa
kursen? Kommentera gdrna svaret.

8a.

8b.

8c.

8d.

8e.

9a. Om svaret var NEJ pa fraga 7, ange kortfattat varfor

9a. Om svaret var NEJ pa fraga 7, har datorer anvints pa kursen
tidigare? Om det dr sd, varfor anvdnds inte datorer pa kursen nu?
9a.

9b.

10. Deltar du i eller ér med och planerar en satsning pa pedagogisk
anvdndning av IT i den grundldggande undervisningen i matematik
eller matematisk statistik pa institutionen/hogskolan? Beskriv i
féorekommande fall kortfattat denna satsning och syftet/mdlet med
den. Om den finns beskriven pd nagon hemsida, ange gdrna
webbadressen.

10.

Denna enkiit har fyllts i av
Namn:

Hagskola:

Institution:

Telefon:

E-mail:

Ifylld enkir skickas (inom 10 dagar) direke till Grundutbildningsridet till

Univ lektor Christer Bergsten E-mail: chber@mai.liu.se
Matematiska institutionen

Linkdpings universitet Fax: 013-285760

58183 Linkping Tel: 013-282984
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Bridging different domains of
mathematics through computer
based dynamic modelling

Colette Laborde
Université Joseph Fourier, Grenoble

Abstract

To use mathematical theories and methods as tools for solving real complex
problems is not an easy task for many undergraduate students, who
encounter great difficulties in coordinating all the mathematical resources
they have, and in moving from one setting (or model) to another one. They
also often lack abilities to represent geometrically algebraic objects and
operations. Some examples of interplay between models and of using
geometrical models in various fields of advanced mathematics made possible
by the use of computer environments with direct manipulation are presented.
These examples are based on the assumptions that mathematical methods
may be used outside the purely theoretical framework from which they
originate, that there are multiple ways of mathematically modelling a
situation, and that there is no complete congruence between different
models, each model having its specific potentialities in terms of giving
evidence of mathematical phenomena; this is why it is fruitful to move from

one model to another one

Introduction

University students are often told that mathematical theories and methods
they learn are tools for solving complex problems. But time constraints may
prevent teachers from giving to students the opportunity of facing this kind
of problems. The availability of software may deeply change the situation:
thanks to their calculating and graphing power, they allow students to spend
most of the time on the modelling and interpreting phases (Arganbright
1997, Bissel 1995, Matos 1995, van Wert 1997).
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Modelling a domain of reality consists of selecting objects and relations
and representing them mathematically with the intention to use some
mathematical tools to process initial information and obtain new one which
is interpreted then in the real initial situation. Modelling here is considered
in a broad sense. A domain of reality may be constituted of real objects as
well as of abstract objects. We consider that moving from one setting to
another one in mathematics as a modelling process. Solving a complex
problem in mathematics often requires a recourse to different parts of
mathematics and the ability of moving from one part to another one, as said
by Pozzi et al (1998): “We think of mathematisation as a complex set of
relations (including mathematical relations) between resources, activities

and settings as they are operationalised to achieve a particular goal at work.”

Conceptual nature of undergraduate students’
difficulties in mathematics

Undergraduate students encounter great difficulties in coordinating all
mathematical resources they have and in moving from one setting to
another one. One of their major difficulties certainly lies in the absence of
flexibility between models as mentioned by several researchers. Itisalso very
likely that they especially lack abilities to represent geometrically algebraic
objects and operations.

AsRobert (1998) thoroughly described, problems undergraduate students
encounter in mathematics do not lie in a lack of knowledge but in the
atomic nature of their knowledge. Students know a lot of isolated theorems
and facts without being able to structure this myriad of elementary
knowledge items. They are able to use quite well a specific notion only if
they are asked in an explicit way to do it, but it is far more difficult for them
to decide on their own the use of notions or theorems and furthermore to
use several of them. Several researchers stressed this absence of flexibility
(Dreyfus & Eisenberg 1996, Tall 1996, p 297). Robert (op cit, p 152)
mentioned in particular that even graduate students in pre-service teacher
education never question the coherence between calculus and geometry: for
them, there are two definitions of TT, a geometrical one and a definition by
means of an integral, but they do not consider a possible relation between
both definitions. Robert (op cit, p 144) contrasts expert practice in
mathematics and novice practice: experts are able to move in and around the
problem to be solved, they vary parameters, change data, hypotheses, they
move from one setting into another one, they consider the problem from
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several points of view, they establish relations between different ways of
expressions, they are able to combine several aspects of the problem. Butshe
concludes this description by saying that only a small number of attempts
is made in the reality of education at university level to foster the learning
of such practice.

Sharing the point of view of Noss and Hoyles (1996, p 48), we consider
that the abstraction process in learning mathematics is “more a process of
connection than ascension”. The absence of congruence between settings
mentioned above is the source of difficulty and subsequently of learning.

We would like to claim that the availability of dynamic geometry
software deeply changes the situation in that they offer an environment in
which it is possible to perform rapidly complex and precise constructions,
to modify and change constructions very easily in case of error, to receive
visual feedback especially when varying parameters of the situation. In a
word, this kind of environment offers rich validation and exploration
possibilities. By using them, students gain flexibility between geometry and
algebra or calculus by enlarging their visual experience of algebraic and
numerical properties. It has been several times claimed that thanks to new
technologies the role of visualisation would become increasingly important
in mathematics education (Dreyfus 1993). Borba et al (1996) reported a
very interesting case study with Ron, a sixteen year old student working on
transformations of functions in a computer based multi-representational
environment. Ron had to investigate the effect of geometrical transformations
of graphs of functions (quadratics) on their symbolic algebraic
representations. This case study showed how “visual reasoning, secing
graphical transformations as movements on or of the plane is a potentially
powerful form of cognition” (p 333).

The present paper aims at presenting some examples of visual reasoning
in advanced mathematics for undergraduate students made possible by this

new kind of computer environment with direct manipulation.

Moving from one model to another one

Two models based on different systems of signifiers differ in the phenomena
they give evidence and in the kind of operations they allow. One can take
advantage of this absence of congruence between two models in problem
solving. When solving a problem, one can start by using a model and when
it seems to be quite impossible or very hard to go further, moving to another
model may bring some new insight or enable a different way of tackling the
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problem. Douady (1986) emphasised how the interplay between what she
calls settings could be fruitful for the development of a solving process by
students. We would like to claim here that models of geometrical nature
may give some kind of visual evidence that numerical or algebraic models

do not bring so immediately without any calculation.

Contrasting the features of algebraic and
geometrical models

Let us contrast below the main specific features of algebraic numerical
models and of graphical geometrical models. The former ones are based on
symbolic registers (algebraic expressions) and computations which may
result in quantitative results. This kind of model requires an analytic
apprehension from the student. Geometrical or graphical models are based
on a register of shapes and curves. They allow geometric operations and
transformations. They require a visual apprehension of spatial features from
the student. Both kinds of models thus offer complementary possibilities
on which it is possible to play in problem solving. This dialectical interplay
is certainly emphasised by the dynamical displaying facilities of dynamic
and interactive geometry software.

An example: transformations on complex numbers

A traditional example of this interplay is given by the geometrical represen-
tation of transformations on complex numbers. The use of a dynamic
geometry software allowing to vary the parameters of the transformation or
the set of points on which the transformation operates, offers in addition
a greater exploration possibility, as shown below by using the software
program Cabri-géometre in the case of the transformation

T(z)=1/2 (z + 1/z).

In a rectangular system of axes, a complex number z is represented by a
point M. Point M’ representing 1/z is constructed as the image of M
through the composition of the inversion of circle with centre O and radius
1 and reflection around axis XOx. (Fig 1 & 2).
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The point M” representing the number z + 1/z is obtained as the sum of
vectors OM and OM’. And T(M) is finally obtained as the midpoint of
segment OM” (Fig 3).

The drag mode and the trace facility of Cabri allow to observe the
trajectory of T(M) when M is varying in the plane, in particular to find the
invariant points of T (-1 and 1). It may be interesting to impose the
trajectory of M to be a straight line (Fig 4) or a circle (Fig 5) (Bouteiller
1996).

N

Figure 4 Figure 5

I

The trajectory of T(M) can be constructed as a locus of points when M is
moving. Varying the line or the circle allows to observe the subsequent
changes on the locus of T(M). If the straight line is passing through O, the
locus of points T(M) seems to be an hyperbola. This can be visually checked
with Cabri by creating the conic passing through 5 points of the locus: the
conicwhich is recognised by Cabriasan hyperbola is always coinciding with
the locus when the straight line passing through O is moved (Fig 6). The
image of a circle has various shapes depending on this initial circle. It is
possible to produce an acroplane wing profile as done by Joukovski (Fig 7)
with an inidal circle passing through an invariant point.
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Observing the variation of the loci of T(M) according to the trajectory of

M may raise some questions :

— Why is the image of a straight line passing through O an hyperbola?

— Why does the Joukovski curve have a singular point with two
identical half tangent lines while the half tangent lines at the invariant
point of the initial circle are opposed?

This can be explained by coming back to an algebraic model of complex
numbers or using geometry. Modelling transformations on complex numbers
using a dynamic geometry software allows to obtain very rapidly spatial
answers to a first category of questions and to select interesting phenomena
to be discussed mathematically. In particular it is possible to generate more
precise questions by observing visual phenomena. A cycle questions-
answers is initiated.

An example will be reported in the following section which illustrates
this back and forth process between empirical observation in a computer
environmentand work ata theoretical level. Italso shows how a geometrical
model may give evidence of phenomena which would have remained

invisible in the numerical model for a non expert.

A case study: discrete dynamic linear systems in
pre-service teacher education.

This example was experimented twice (in years 1997 and 1998) in a course
with pre-service teacher education students (fourth university year) having
at their disposal a calculator TI 92. The course was aimed at broadening
mathematical knowledge of students by giving them the opportunity of
using mathematics as a tool for solving problems and of bridging various
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parts of mathematics. This is why students had at their disposal various tools
and technologies. The calculator T1 92 gave them the opportunity to have
available in the same device various tools, a CAS (a computer algebra
system), a spreadsheet, a plotter, a programming language, a data matrix
editor and a geometry environment (a Cabri version adapted to the T192).
This enhanced the possibility for the students of moving from one model
to another. It has to be noted that students were not very familiar with the
TT 92. It was the second time they used it.

The problem

Inapopulation two categories of individuals are distinguished: the “Youngs”
and the “Olds”. The state Pn of the population at moment n is represented
by the couple (Y , O ). The population is observed at a regular pace. The
period of time between two observations is half of the average life length.
At the end of such a period all Youngs become old, all Olds died. The law
of evolution of the population is given by

Y. =aY +bO,

n

on+| = CYn

Students are asked to simulate the beginning of the evolution of the
population for the following values of a, b and c.

a=0,5b=04c=0,9
a=08,b=05c=06
a=08,b=05c=04

Then they are asked to predict the asymptotic behaviour of the population
and to justify their prediction.

Observation of the work of the students
The work of the students in the 1998 session is described below. It can be

divided into several successive phases.

Phase I: calculation of some first states of the population
Students used the given values of a, b and c. They chose values for Y, and
O, Itis interesting to note that they wanted to use realistic values like 1000
or 10000. They often decided for Y, = O, .

Some students performed the calculations quasi by hand, i e by only
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using TT 92 as an ordinary simple calculator and wanted to plot the
corresponding points Pn in a coordinate system with the intention to
discover a regularity in the sequence of points. This turned out to be long.

Some other students more familiar with programming recognised that Y
and O, are two iterative sequences and programmed them. They could get
different values for different initial choices of the population. They could
easily and rapidly guess the destiny of populations according to the different
values of (a, b, ¢) : extinction, stability, explosion.

Buct at this stage a question was raised by several students: to what extent
does the evolution of the population depend on the initial conditions ? It
isinteresting to note that students generally thought that the absolute values
of Y, and of O, did not matter but that the proportion Y /O, could affect
the evolution of the population.

Some students (butvery few) decided to use a specific functionality of the
TT 92: the sequence environment. They tabulated the ten or twenty first
values of the double sequence. They asked for the manual of the calculator
and found the way to manage it. This led them to the same type of

conclusion as the former students.

Phase 2: elicitation of the linear application of R? onto R?
The emergence of question of the influence of the initial state led students
to stop calculating and to consider the application transforming (Y _, O,)
into (Y O, ). Some of them recognised a linear application (denoted
here by T) and that the problem is to find the behaviour of T* for the big
values of n. It took a while for them to formulate that a good method for
finding T is to look for its eigenvalues.

The “real” context of the problem prevented the students to recognise a
classical mathematical task they learned to perform during the previous

years.

Phase 3: using the data matrix editor of the Tl 92

When the linear application was recognised and its matrix identified, some
students asked whether the TT 92 enables to calculate directly any power of
a matrix. After the teacher introduced them to the data matrix editor, they
rapidly obtained T'° or T'® for the given values (a,b,c). They could conclude
that the calculator gave experimental evidence of the extinction, explosion
or stability independently of the initial state of the population.
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Example: A case of extinction witha =0,5;b=0,4;c=0,9

Matrix of T'° Matrix of T'% Matrix of T5%°
24125 .107253 .000018 .000008 9.1528-10% 4.06791-10
24132 .107358 .000018 .000008 9.1528-10*  4.06791-10

Example: A case of explosion witha =0,8 ;b =0,5;c=0,6

Matrix of T'° Matrix of T'® Matrix of T>%
1.68822  .782055 1484.45 688.372 1.80557-10'¢ 8.3728:10"
939438 43564 826.46 383.055 1.00474-10'¢ 4.65918-10'°

In the previous phase a theoretical question emerged from experimenting
in the computer environment. In this phase, the reverse phenomenon took
place. From a theoretical progress in the solving process emerges the need

for specific facilities of the computer environment.

Phase 4: a theoretical solution

It was the appropriate time to ask students to explain theoretically the
possible behaviours of the population and to express algebraically conditions
related to each of the possible behaviours. Students were able to calculate the
eigenvalues A and A, as solutions of the characteristic equation:

AM—alA-bc=0

They called )\1 the positive solution and )\2 the negative one and noticed that
|A,| > |A,| . They were able to express the expression of state n of the
population in function of state 0 in the system of eigenvectors:

Yn=M)nY,
O'n=(\)n O,

They could deduce that the behaviour of the population depends on the
position of the eigenvalues with respect to 1. But they were unable to find
the way to express from the equation an algebraic condition on a, b and c
equivalent to A, > 1. The teacher had to explain to them that the problem
was equivalent to the problem of finding the sign of the polynomial
A,—a A —bc for A = 1. Actually they did not recognise the classical problem
of positioning a number with respect to the roots of a second degree
equation because it was not exactly worded in this way. They could thus find
out that A > 1 is equivalent to a + bc > 1.

A student was not convinced that if A, > 1, the population would
explode; he stated that the absolute value of A, could also be smaller than
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1 and then O’n could tend to 0 as n tends to infinity. This question was left
open since no student was able to refute the statement or to prove the
statement. It was not possible to vary continuously a, b and c in the data
matrix editor in order to empirically analyse the behaviour of the power n
of the matrix for big values of n. This gave a good motivation for the teacher
to propose to design a geometrical model which allows a continuous

variation of a, b and c with the geometry application of the TT 92.

Phase 5: construction of a geometrical model

The vector (Yn, On) defining state n of the population is represented as a
vector with origin O and coordinates in the default system of the geometry
environment. The linear transformation T is given by two vectors v1 and
v2 with origin O which are the images through T of the unit vectors of the
default system. The coordinates of vectors v1 and v2 are (a,c) and (b,0)
which can be displayed. It is possible to drag the vertices of v1 and v2 and
so to vary continuously a, b and c. (Fig 8 & 9).

(a=092 ,c=0460

(b=152 ,d=000) 1

c 1

bd

]

Figure 8
(a=-0328 ,c=053)
b=043 ,d=000) 1

a,c <

bd

Figure 9
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In afirststep, students had to construct geometrically the image T(v) of any
vector v with coordinates (x,y). It means that they had to translate the
relation T(v) = x-vl + y-v2 , x and y being real numbers, into geometrical
terms. This can be done using parallel lines preserving proportional lengths
or by using the measurement transfer possibility of Cabri. This geometrical
translation turned out not to be easy for them (Fig 10).

b,d

Figure 10

They saved the construction of T(v) from v as a macro-construction which
appeared so in the menus as a tool called T.

When they managed to construct the image T(v) for any v, they were
asked to find the eigenvectors of T by dragging v. Again it was not clear for
several students how to recognise geometrically an eigenvector. They were

not able to translate the condition T(v) = k-v, k element of R, geometrically.

An episode on a conceptual difficulty attached to the notation
T(v)

In a second step, they were asked to construct several iterated images T*(v),
T3(v), T*(v), etc by using T. It has to be noted that some students were not able
to obtain T*(v) because they operated T a second time on v and not on T(v).
It is interesting to note that the geometrical operation revealed that they did
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not understand T*(v) as T operating on T(v) but that they were misled by the
algebraic notation and understood T? as T operating twice on v.

The calculator let them guess that something was wrong because it was
for them as if it did nothing when applying T the second time on v; T(v)
already existing, a second image T'(v) was constructed by the environment
coinciding with the first T(v). They called the teacher saying that the
calculator did not work properly, it produced nothing. The teacher was able
to show by pointing with the pointer that several objects were coinciding
(ambiguity message “Which object?” displayed by the environment).

This episode is of interest for two reasons. Firstly, the calculator acted as
a window on the conceptual difficulties of the students which could have
remained invisible. Secondly, feedback given by the computer cannot
always be interpreted by the user. Decoding feedback requires knowledge.
In this case, itis because students explained to the teacher that they operated
T twice on v that the teacher understood that they obtained superimposed
images and could show them evidence of this. Students being sure that they
should obtain another image T?(v) could not guess that the calculator
constructed the same image. It is interesting also to note the inner
contradiction of students. T applied a second time on the same v should
produce something different. Students acted as if the calculator knew that

it was a second time.

Phase 6: visualisation of the behaviours

Once several iterated images have been constructed, students could drag v1

and v2 and could confirm that they obtain explosion even with a continuous

variation of a, b and c in case of a + bc > 1. What is more interesting is that
they discovered two phenomena they did not anticipate.

* The great sensitivity of the type of evolution to the variation of a, b
and c.

* It seemed that very rapidly (for all n greater than a small number, n>2
or n>3) the iterated images are almost collinear, in both cases explo-
sion or extinction (Fig 11). When a + bc = 1, the images also very
rapidly converge to the same position, giving a strong evidence of the
stability of the population (Fig 11).
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The collinearity seemed to stay even when varying vl and v2, i e a, b and
c. This raised a new question: why do all images T(v) (for n greater than a
small number ) tend to be collinear ?

Phase 7: back to theory
This observation compelled to study algebraically the asymptotic behaviour
of T (v). Students did it by determining a system of eigenvectors:

(A,c)and (A, )

They expressed (Yn, On) in function of (Y’, O’) by means of the
eigenvalues Aland A2 . (Y’ , O’ ) denotes the initial state of the population
in the system of eigenvectors. They obtained:

Y =A )Y+ N, (M) O
O,=c(\)Y,+c(\) O,

By factorising (A,)" (which was not spontaneously done by students), one
obtains

YI’|
OI’|

= (Al)n+| (Y'o + ()\Z/Al)n+| O’o)

=c(A) (Y, + A ) O

Sinceabs|A | > |A |, when n tends to infinity (A /A )" tends to 0 for any value
of A, and A,. So when n tends to infinity, the direction of vector T* (v) tends
to be the direction (A, ¢) which is the direction of the eigenvector attached

to eigenvalue A . Simultaneously the question which was left open was

solved. If A >1, Yn and On tend both to infinity for all A, .

Phase 8: back to the numerical model

The teacher raised a new question resulting from this theoretical study. The
linear asymptotic behaviour of the sequence T (v) was not directly visible
on the numerical model. Is it possible to check it on numerical values of the
matrix of T"? and how ? It took a while for the students to reply by proposing
to check the proportionality of the rows of matrix T* for n not too small.

Discussion

The disposal of a powerful calculator with several environments allowed to
tackle not only a complex problem with long calculations but also a general
problem. Thisis certainly one of the strengths of the computing environments
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to allow an empirical study of a problem depending on parameters, since it
allows a variation of the parameters. The use of computer environments
motivates the search for theoretical solutions. In the development of the
problem solving process, the recourse to theory occurred in two kinds of
circumstances: either after empirical trials or experiments with the inten-
tion to justify observed phenomena or after questions stemming from the
observations were raised. Theory provides the means for explaining why
phenomena empirically observed through experimentation occur, or to
overcome some doubt or open question coming from observation.

The recourse to several environments fostering the construction of
different types of models was certainly a catalyst for this back and forth
move between experimentation and theory. Numerical phenomena called
to question the problem from a theoretical point of view. One question
remained unsolved (case A, > 1, explosion and/or extinction?). Because of
the absence of possible continuous variation of parameters in a numerical
model, a geometrical model might appear as useful. It turned out that this
model revealed new visual phenomena calling again for a theoretical
explanation.

Environments provided by a calculator like the TT92 offer complementary
aspects: numerical models gave an idea of the size and of the speed of the
evolution of the population for big values of n but could not easily give
account for properties like collinearity. Geometrical models on the other
hand do not easily provide T* (v) for big values of n but allow a continuous
variation of parameters, and offer global visualisation of phenomena that
the discrete variation in numerical models did not. The sensitivity of the
evolution to a small change in the value of the parameters close to the
equilibrium situation where a + bc = 1 is easily visible on the geometrical
model. It can be checked in a second step on the numerical model in order
to geta numerical estimation of the rate of change but a variation of 10~ of
the value of a would not have been tried immediately on the numerical
model. Implicitly it was assumed that the implied change of the state of the
population would be also very small.

The move between several models was not easy for students. Difficulties
emerged. The episode of T* showed that expressing an algebraic operation
in another medium may require an understanding that was not constructed
by the students (even of fourth university year). Students used the algebraic
notation without having to decompose T* (v) as T acting on T™" (v). The
software required to decompose T™ in a sequence of successive applications
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of T (that students did) and to consider successively each image as the
argument of the next application of T (what they did not do). In a way the
semiotic mediation required by the computer offered opportunity for
learning about composition of functions.

The move between various settings may be a source of construction of
meaning. Hillel and Sierpinska followed by several authors (quoted by
Dorier 1998, p 209) mentioned the crucial role of flexibility in the case of
the learning of linear algebra: flexibility between modes of reasoning and
languages including geometrical representations. The joint choice of the
population problem and of the multiple software calculator offered good
conditions for fostering the use of both modes synthetic-geometrical and
analytic-arithmetical, whose combination is essential in linear algebra as
claimed by Sierpinska et al.

In the whole session the role of the teacher was critical. He had to prompt
students to construct a geometrical model, and generally he played an
important role in organising the move between various models or settings
(for example for prompting phases 5 and 8). This move is not at all
spontaneous for students, and one outcome of the session is certainly that
students had to look at the same properties from different points of view and
with different means of expression: two recurrent sequences and linear
transformation of a vector space, linear combination of vectors and
geometrical projection, points on a line and proportionality of lines of a
matrix.

The teacher also gave some technical indications on how to use some
applications of the T192, to help interpret feedback given by the environment.
Using computer environments requires two types of knowledge: a technical
knowledge butalso a good amount of mathematical knowledge when using
the environment and interpreting feedback. We consider that a joint
learning (of the instrument and of mathematics) may take place if both
experimentation in the environment and interpretation of phenomena
offered by the environment are possible for students either on their own or
thanks to teacher interventions. We could say, using a Vygotskian metaphor,
that the combination of the task and the environment must belong to azone
of proximal experimentation and interpretation for the student.

Let us also stress the role of the interface. Its behaviour must be close to
the expectations of the user (and thus does not require heavy learning) and
must not produce difficulties external to mathematics.
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Contribution of a geometrical modelling to solving

differential equations

It has often been stated that for undergraduate students solving differential
equations consists more in performing an algorithmic process made of
algebraic calculations than searching for a family of functions satisfying to
given conditions. Expert practice is not reduced to thisalgorithmic behaviour;
itis far more the result of a combination of qualitative and deductive study.
Itinvolvesa graphical study of the sign of the derivative and the identification
of the locus of points satisfying y'=0 leading to subdivide the plane into
regions where it is possible to predict the behaviour of solutions and to use
classical theorems of existence. Once again the cognitive complexity of this
interplay between the graphical geometrical setting and the algebraic
setting was often stressed.

Artigue (1989) reported on an experimental teaching to undergraduate
students in which thanks to a specific software program these latter could
obrtain the graphical representations of a family of solutions to a differential
equation. She concluded that students learned easily to interpret these
representations and that such a geometrical approach easy to develop
allowed students to better predict the qualitative behaviour of solutions.
The possibility of direct manipulation and of drag mode (not usually
available at that time) nowadays highly improve this geometrical qualitative
approach by making it more dynamic.

A qualitative study of differential equations

It is very easy (in Cabri-géomeétre for example) to produce at any point P of
the plane in a system of axes a tangent vector. The drag mode allows to
visualise the variation of this vector when P is moved in the plane (Fig 12).
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This facility can be used both in a static way and in a dynamic way. The Trace
facility of the software allows the user to have an image of the field of vectors
in all the plane or in a part of the plane (Fig 13). The density of displayed
points of this field may be regulated according to the speed of the move of
P
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Figure 13 - An image of the tangent vectors field. It is possible to see the
discontinuity at x=0.

This provides a first image of the behaviour of the derivative which can be
given to be interpreted by the students . They can be asked to visually
identify the locus of points P where y’=0. Using the tool Trace, they can try
to drag point P in keeping horizontal the tangent vector (Fig 14). The
manipulation is not very easy and requires permanent adjustment; by
performing this manipulation, it is possible to feel that if the y coordinate
of P is not increasing quickly enough when its x coordinate is less than 1,
the tangent vector has a negative slope. The user can really experience a
feeling of the necessity of a higher speed for the y coordinate when x<1 than

when x>1.
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This compels the necessity to have a more precise idea of the set of points
P where y’=0 and leads back to the algebraic setting to find an equation of
this locus and then to construct it in Cabri, using the calculate and the locus
facility (if it is possible to express y as a function of x or x as a function of
y). Itis then possible to check more precisely, using the drag mode, that the
tangent vectors at points of this locus are horizontal (Fig 15). The redefine
function of Cabri allows to constrain the point P to belong to the locus.
Moving P on the locus or animating it (Tool animation) then allows a
dynamic checking of the slope of the tangent vectors at points of the locus.

What is probably much newer in comparison with software producing
astatic representation of the field of tangent vectors by means a programming
language is the possibility to produce by hand a qualitative sketch of an orbit
by dragging P permanently in the direction of its tangent vector; the tool
Trace being activated, the tangent vector at point P leaves a trace of its

trajectory on the screen (Fig 16).
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Figure 16 - Some orbits of the equationy’ = y> —1/x. The variation of the tangent
vector is very fast when the orbit crosses the curve y' = 0. It seems that the orbits

cannot cross this curve with a positive derivative.
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This activity requires coordinating a visual and a psychomotor control. If
the movement of the point P does not respect the tangent direction, the
trace of the tangent vectors becomes thick. The gesture has to permanently
take this visual feedback into account and correct by changing the direction
of the move of 2. Students construct through this visual motor regulation
a kinaesthetic image of an orbit. They can bodily feel the constraints
imposed by the differential equation. We make the hypothesis that it may
contribute to viewadifferential equation asa relation between the coordinates
of a point and the tangent at this point and thus provide a means of control
when they have to solve the equation in an algebraic way.

This construction of an orbit is just a drag mode version of the Eulers’
method and can be used for introducing it. Eulers’ method offers again a
possible linkage between the dynamic geometrical point of view and the

numerical one.

Geometrical construction of Eulers’ approximations of
solutions of equation y’ = I/x

A system of axes and a point MO with coordinates (xy,) are given. An
approximation of the graphical solution of the equation passing through
MO can be constructed by Eulers’ method as a polygonal line made of small
segments depending of an increase h of x. The increase h is represented as
the length of a segment and can be continuously decreased or enlarged by
dragging the endpointof the segment (Fig 17). The vertices of the polygonal
line approximating the solution can be constructed as points with coordinates
thanks to the iteration process starting from x, and y,.
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The construction of M, from M can be saved by Cabri as a macro-

construction avoiding the repetition of the construction for each point M .

A macro-construction giving a greater number of successive points can even

be designed.
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Several solutions depending on the initial pointand on h can be obtained
rapidly (Fig 18). This first phase, which can be done by hand (butin a more
tedious and long way), may contribute to give a meaning to the fact that the
solution of a differential equation depends on initial conditions.
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Figure 18

But the computer environment allows more. It allows the comparison with
the graphical representation of the theoretical solution y = In (x/ x) +y,
(with x / x, positive) which can be obtained in Cabri as the locus of points
with coordinates x and y = In (x/ x ) +y, (using the calculate tool of Cabri).
Decreasing h shows that the approximating polygonal line fits better to the
theoretical solution. Moving M, gives a visual evidence that the bigger is X)
the better is the approximation by the polygonal line. Students can be asked
to explain why (Fig 19).
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Artigue (1989) mentions that students usually believe that the Euler
approximation is a polygonal line inscribed in the graphical representation
of the same solution, and do not conceive it as made of segments joining
points belonging to different solutions. It is easy to obtain a visual evidence
of this in Cabri by producing the representation of each exact solution
passing through a different vertex of a polygonal approximation (either by
constructing it or by translating a solution defined by another initial point)
(Fig 20).
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Dragging MO so that x becomes negative produces a polygonal line with a
strong change of slopes of the edges when passing from the negative values
of x to the positive values of x. Again this phenomenon may be subject of
questions to the students who are requested to interpret it (Fig 21).

Figure 21

It also conflicts the view of the Euler approximation as an inscribed line in
a unique solution and decreasing h does not suppress the discontinuity of
slope. The environment can be used in two ways for refuting a misconception:
by providing visual evidence or by creating an internal cognitive conflict
between the conviction of students that the continuity of the derivative
along a solution and the belief that the approximation is inscribed in one
solution.
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The dynamic geometry environment allows to give visual evidence not
only for the numerical method but also of how the quality of the approxi-
mation depends on some variables like the x coordinate of the initial point.

The role of new technologies in the learning of
cognitive flexibility

Potentialities of new technologies

From the examples reported above, it seems that new technologies offer

good opportunities for fostering the learning of flexibility between various

modes of thoughts, languages and modes of reasoning which seem to play

a crucial role in advanced mathematics but which also seem to be absent

from the students practice.

Pea (1985) claimed that cognitive tools are not only amplifiers but that
they are also reorganisers of cognitive systems. Dérfler (1993) identified
several ways in which the introduction of a tool may contribute to a
reorganisation; among them he mentioned the reframing of constructs
through changing the forms of representation employed and the system of
operations admitted. We propose to extend this claim by stating that the co-
ordinate use of different tools contributes to the construction of relations
between independent knowledge items and may build a basis for structuring
them into a coherent organisation.

We advocate for the important role of dynamic geometry software
programs in this interplay for several reasons which are illustrated by
examples given in this paper:
¢ Software offer a global visualisation of phenomena which enrich the

mental imagery of students, some of these phenomena are more likely

to be noticed by students than algebraic or numerical phenomena
which require a more analytical apprehension. They may then raise
the need for an explanation or a justification students can elaborate in
calculus or algebra. In a word they provide imagery for algebra and
calculus and they are a source of questions to algebra and calculus;

* Usually students are reluctant to use geometry at university level since
for them very often geometry is identified to the taught geometry of
secondary school without connections with other parts of mathema-
tics; dynamic geometry environments through their powerful graphic
and direct manipulation possibilities are tools which can be
manipulated easily (they do not need the use of a specific
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programming language and do not require a long introduction). The
disposal of such environments facilitates the recourse to geometrical
representations students would not do in a paper and pencil
environment.

* They allow a continuous variation of parameters and contributes
hence to the study of general problems and not only of specific
situations. This feature seems to be very important for advanced
mathematics: students must learn to cope with a general problem by
playing with data and considering particular or limit cases but
conversely they must also be able to consider a specific situation as a
case of a more general one. The drag mode is a powerful instrument
of reification of this generalisation process.

Didactic conditions

But even if there are now sophisticated environments on the market, just
being faced with those environments does not necessary imply learning.
Conditions have to be set up to allow a fruitful use and interaction between
several environments. The choice of problems is critical. It must allow
enough variations and generalisation, but also offer possibilities of rapidly
experimenting with numerical data and obtaining some results to be
interpreted. These problems do not need to call for new mathematical
knowledge but they are chosen more for the opportunity they offer of
linkages between different parts of mathematics. Their wording should be
rather concise and open (no closed question) to allow different approaches.
It means that the teacher should probably play an important role for the
progress of the solving process.

Students should be able to start doing something when faced with the
problem. These problem situations calling for the use of various tools and
the move between different settings require an active role of the teacher.
Starting from the questions of the students and using the absence of
congruence between settings, the teacher should motivate the change of
representation or expression and favour the interplay between settings, he
mustask questions promptinga deep interpretation of observed phenomena
and generalisation. It is clear that these teaching/learning situations are
complex from two points of view: mathematically complex and complex at
the level of the class management. But it is important that artificial
complexity should not be introduced. The appearance of technologies with
a friendly interface is a good factor of decreasing uninteresting complexity.
It is not always easy to distinguish between mathematical difficulties and

77



interface manipulation problems because they may be very intertwined in
the type of environments embodying knowledge.

This is why we need to know more about difficulties of students in this
type of situations by empirical studies for collecting data and analysing the
type of complexity they are faced with. Our wish would be to see such
teaching learning situations developed in the world for gaining more

experience in this domain.
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Datoranvandning i matematik i
lararutbildningen

Kerstin Ekstig
Uppsala universitet

Sammanfattning

Vid foredraget redovisas erfarenheter av datoranvindning i matematik-
kurser for blivande lirare. Datoranvindning har integrerats i kursernaisyfte
att 6ka studenternas forstdelse av matematiska begrepp och forbittra deras
formaga att [6sa matematiska problem. Dirtill kommer att datorn méjlig-
gor nya undervisningsmetoder. Ett undersskande arbetssitt kan tillimpas
dir studenterna stiller upp och testar olika hypoteser och dirvid kan
uppticka generella matematiska samband.

Bakgrund

Inom lirarutbildningen vid vér insticution har vi forsoke att integrera
datoranvindning i matematikutbildningen. Detta har varit littast att
genomfora i grundskollirarutbildningen. Nir var institution for cirka tio &r
sedan fick ansvar f6r matematikutbildningen av grundskollirare stilldes vi
infor uppgiften att skapa nya typer av kurser med delvis annat innehéll och
annan uppliggning in de traditionella. En viktig mélsittning vid utform-
ningen av denna nya utbildning var att ta in datoranvindning pd ett
naturligt sitt i matematikkurserna.

For studenterna pd gymnasieldrarprogrammet ir situationen annor-
lunda. De har inte egna kurser utan samliser hela det forsta dret med
naturvetarprogrammet. De matematikkurser de liser tar i regel inte upp
datortillimpningar. Datorutbildning tillgodoses genom att de studerande
liser ndgon programmeringskurs vid en datainstitution. Studenterna fir
sillan tillfille att sitea sig in i hur datorprogram av olika slag kan anvindas
for att losa matematiska problem med nya metoder. Sidana firdigheter
bedémer visom en mycketviktig del avlirarutbildningen. Vihar dirfér lagt
in momentav dettaslagikursen "Problemlésning och matematisk begrepps-
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bildning for gymnasieskolan”, som ir en kurs som studenterna liser efter de
forsta 40 poingen i matematik och som ir speciellt utformad f6r blivande

gymnasielirares behov.

Datorstodd eller datorstérd matematikunder-
visning
Innan jag gir in pd beskriva hur vi utformar datorinslagen i lirarucbild-
ningen skulle jag vilja ge mina synpunkter pa konferensens rubrik "Dator-
stédd eller datorstérd matematikundervisning”. En vanlig erfarenhet frin
forsok act ligga in datoranvindning i matematikkurser ir att en viss ofta
liten del av studenterna ir mycket positiva, medan det stora flertalet
upplever datorinslagen mest som en extra belastning. ”Férutom att lira oss
kursen méste vi ligga ner en massa tid pa att lira oss Maple” ir en vanlig
kommentar frin studenter.

Fér att datoranvindning ska kinnas som ett stod och inte som ett
storande och tidskrivande inslag i undervisningen anser jag att foljande tva
villkor méste vara uppfyllda:

* Datoranvindningen ska utgéra en integrerad del av undervisningen.
Datorvningarna ska skdtas av den ordinarie lektionsledaren och
innehillet ska ha stark anknytning till det som behandlas i kursen i
ovrigt. Datorévningarna ska vara en hjilp att 6ka studenternas
forstdelse genom att konkretisera matematiska begrepp och belysa
matematiska samband.

* Datorprogrammen ska vara si enkla att lira sig anviinda att detta inte
tar ndgon nimnvird tid frin undervisningen. Studenterna ska frén
forsta borjan kunna koncentrera sig pa att anvinda datorn f6r att 16sa
matematiska problem.

Genomforande av datortillampningar i larar-
utbildning

De datorprogram jag har anvint mest i undervisningen och som jag har
mycket goda erfarenheter av ir kalkylprogrammet Excel och det symbol-
hanterande programmet Derive.

Kalkylprogram anvinds i skolans matematikundervisning och hor sjilv-
klart hemma i lirarutbildningen. Med hjilp av kalkylprogram kan man
arbeta med matematik pd ett undersskande sitt, vilket utgér en viktig
malsittning f6r skolmatematiken. Kalkylprogram kan ocksa vara ett ut-
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mirkt hjilpmedel for att konkretisera matematiska begrepp pa skolniv.

Begreppet variabel behdver inte vara ett abstrake x eller y utan kan konkre-

tiseras i kalkylprogrammet som innehillet i en cell som man ser framfor sig

pa skirmen och som man kan variera handgripligt. Att bygga upp en formel
blir ocksd nagot handfast och konkret.

Kalkylprogram férknippas ofta med ekonomiska tillimpningar. I mate-
matik kan kalkylprogram med férdel anvindas till diskreta modeller av
ménga olika slag. I lirarutbildningen anvinder vi kalkylprogram vid arbete
med talfljder, numeriska metoder och talteori. Hir 4r exempel pa uppgif-
ter av undersdkande karakeir:

* Intridesbiljetten tll en forestillning kostade 9 kr for barn och 16 kr
for vuxna. En kvill fick man in 761 kr i biljettintikter. Hur manga
vuxna och hur manga barn besokte forestillningen? Utred alla
mdjligheter.

* Undersok losbarheten av ekvationen ax + by = ¢ for olika heltalsvir-
den p4 koefficienterna 4, 6 och ¢. Formulera generella villkor for att
ckvationen ska ha heltalslosningar.

Med hjilp av ett kalkylprogram kan man enkelt experimentera med olika

virden pa koefficienterna

A B
| a= 16
2 b= 9
3 c= 761
4 X y
5 0 =(B$3-B$1*A5)/B$2
6 =A5+I
7

Genom att variera virdena p4 koefficienterna pa ett systematiske sitc kan
studenterna komma fram till och formulera allminna 1sbarhetskriterier
for diofantiska ekvationer. Direfter blir det naturligt atc diskutera med
studenterna hur slutsatserna skulle kunna bevisas.

Nir man arbetar med symbolhanterande program krivs att man utveck-
lar andra typer av uppgifter 4n de som finns i vanliga kursbécker. Manga av
de traditionella liroboksuppgifterna blir triviala nidr man arbetar med si
kraftfulla verktyg. Det behdvs mer omfattande och sammansatta uppgifter,
dir man f6r att 16sa dem méste kombinera egna matematiska kunskaper
frin den aktuella kursen med logiska och matematiska resonemang och
med berikningar som utférs av datorn. Syftet med uppgifterna ska vara act
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belysa viktiga matematiska principer sd att studenternas forstielse forbice-
ras. Hir foljer ett exempel pd en sidan typ av uppgift.

ax® +bx* +ex +d
x*+x+1

. Funktionen fir definierad genom f'(x) =

Bestim konstanterna 4, b, coch dsd attkurvan y = f{x) fir stationira punkter
i(1,-2) och (-2, -11). Understk ocksi de stationira punkternas karaketir.

Figurerna visar en losning med hjilp av Derive:

a’ +bx? e +d

x2+x+1

#1 F(x):

axt +2a°x% + x(B3a +b —c¢) +2x(b -d) +c —d

(x% +x+1)?

#2 FPRIM(x):=

#3 F(1)=-2

#4  F(2)=-11

#5 FPRIM(1) =0

#6  FPRIM(-2) = 0

#7 SOLVE([F(1) = -2, F(-2) = -11, FPRIM(1) = 0, FPRIM(-2) = 0],[a,
b, c, d])

#8 [a=1b=-5¢c=1d=-3]

Det matematiska kunnande som krivs av studenten ir forst att kunna
utnyttja den givna informationen till att bilda ett ekvationssystem med 4

obekanta och 4 ekvationer. De matematiska manipulationer som krivs
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(deriveraen kvotoch 16sa ekvationssystemet) kan datorn utféra. Act direfter
f3 grafen uppritad ir enkelt med datorhjilp.

Nir det sedan giller att undersoka de stationira punkternas karaktir kan
olika metoder komma upp till diskussion. Manga studenter nojer sig med
att konstatera att det framgir av figuren atc bida punkterna ir terrass-
punkter. Vissa studenter visar att andraderivatan ir 0 i bida punkterna och
drar av detta slutsatsen att det ir terrasspunkter. Frigan om vad som krivs
av en korreke 18sning ger hir upphov till frukebara matematiska diskussio-

ner.

Erfarenheter

Minga av studenterna pd lirarprogrammen har svért att tillgodogéra sig
matematikundervisning som bedrivs pd traditionellt sitt. De behdver en
mer konkret framstillning. Etc bra sict att konkretisera matematiska
begrepp ir att anvinda dem i probleml8sningssituationer.

Problemldsning ir ett nyckelbegrepp i matematikundervisning pé alla
nivier. Bland matematikdidaktiker gér man vid diskussion av matematik-
inlirning en distinktion mellan “matematik for problemlésning” och
”matematik genom problemldsning” (se t.ex. Wyndhamn 1993). Det forsta
uttrycket avser det traditionella sittet ace forst lira sig teorin och sedan
tillimpa den vid problemlésning. Det andra uttrycket syftar pd att man
genom att arbeta med problemlésning kan nirma sig den matematiska
teorin och forstd den.

Ett viktigt skil att lita studenterna anvinda dator vid arbete med
problemlésning iratt de d& kan koncentrera sig pd ate frstd de matematiska
begrepp uppgiften grundar sig pa. I annat fall hiinder det ofta att studenter
upplever att de beriikningar och andra rutinoperationer som ir nédvindiga
for att 16sa uppgiften ir s médosamma, att de inte samtidigt orkar tinka
igenom och forstd den matematiska idén bakom uppgiften. Detta anknyter
till en tankeging som Kutzler (1996) kallar for scaffolding.

En annan positiv effeke av ate ldta studenterna anvinda dator vid
probleml8sning #r att man d& béctre kan tillvarata deras erfarenheter frin
gymnasiet dir riknehjilpmedel anvinds i hég utstrickning. I kursplanen i
matematik f6r gymnasieskolan framhalls ate tillgdngen till tekniska hjilp-
medel delvis forindrar matematikens innehdll och metoder, samt att
inriktning mot forstdelse, analys av hela l6sningsprocedurer, kritisk gransk-
ning av resultat och forméga att dra slutsatser, dr viktigare dn isolerad
fiardighetstrining.
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Flera fordelar med datoranvindning i matematikundervisning kan nim-
nas. Studenterna upplever det modernt och stimulerande. Deras
problemldsningsformaga utvecklas genom att de fir arbeta kreativt och
formulera egna 1sningsstrategier. Om den l3sningsmetod de kommer pa
leder till besviirliga berikningar kan de ind4 genomféra berdkningarna med
hjilp av datorn. Studenterna klarar av att16sa nya problemtyper som de inte
klarar med traditionella metoder.

En stor f6rdel med datoranvindning ir att den ger majlighet att arbeta
med nya kreativa metoder i matematikundervisningen. Man kan tillimpa
ett undersékande arbetssitt, dir studenterna uppmuntras att experimen-
tera och testa olika hypoteser. De kan d& uppticka monster och generella
samband. Ett sidant arbetssitt kan ocksd inspirera studenter till att formu-
lera och lésa egna matematiska problem.

Det finns naturligtvis ocksa risker med alltfér flitig datoranvindning.
Om studenterna blir helt beroende av riknehjilpmedel och inte klarar ens
de enklaste rutinuppgifterna f6r hand, ir det risk att forstaelsen blir lidande.
Ett visst métt av manipulerande f6r hand idr nédvindigt f6r att forstd de
matematiska begreppen och metoderna. En viktig didaktisk uppgift 4r att
hitta den limpliga avvigningen mellan att arbeta med och utan
riknehjilpmedel for atc uppnd bista méjliga forstdelse.

Referenser
Kutzler, B. (1996). Improving Mathematics Teaching with Derive. Chartwell-
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Datorstod i blivande
matematiklarares utbildning

Mikael Holmquist & Thomas Lingefjird
Goteborgs universitet

Sammanfattning

I en kurs dir blivande matematiklirare anvinde olika datorprogram som
stéd for att ta fram matematiska modeller for att lsa avancerade problem,
reagerade flertalet av studenterna med entusiasm for arbetssittet och de nya
formerna for examination. Vissa studenter hade dock invindningar motatt
arbeta med 6ppna problem och mot att ta ansvar fr sitt eget lirande. Det
forindrade arbetssittet medférde ocksd ett tydligt aukroritetsskifte frin
eget kunnande/lirare/liromedel till en stark tilltro till datorprogrammen
och en stundtals okritisk analys av de modeller som genererades via
datorteknik.

Inledning
For den som utbildar sig till grundskolldrare respektive gymnasielirare
formuleras féljande malsittningar i den s.k. examensordningen. Fér att
erhilla examen skall studenten ha:
forméga attanvinda datorer och andra informationstekniska hjilpmedel for
egen inlirning och kunskap om hur dessa hjilpmedel kan anvindas i

undervisningen av barn och ungdomar/elever. (Hogskoleférordning)

I en undervisningssituation dir man later anvindandet av datorer paverka
arbetssitt och arbetsformer har man anledning att samtidigt fundera 6ver
formerna for examination. Det 4r allmint kiint att sittet att examinera styr
mdnga universitetskurser i matematik.
...where examination centers have limited access to experienced examiners
and associated resources the task of preparing questions which reflect the
intentions of curriculum is made more difficult.... Such examination papers

have a substantial proportions of questions devoted to recall of learned
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material directly from memory, rather than questions which assess the
ability to apply knowledge in new situations, to interpret information in
context, to relate causes, consequences and reasons or to develop a sequence of
steps to make a decision or to solve a problem. One serious consequence is that
only those skills assessed by the examination are taught and studied rather

than the range of competencies required by the syllabus (Izard 1993, 5. 187.)

Vi vill hir framhiva den inbyggda dualismen inom lirarutbildningen.
Samtidigt som de blivande lirarna fostras i sina imnen, ska ocks4 studierna
utgora en visentlig del av en yrkesutbildning. Denna utbildning skall ge
studenterna forutsittningar att utdva ett yrke som bland annat styrs av
nationella dokument. Informationsteknikens betydelse kommer till ut-
tryck i sdvil mélbeskrivningar som i betygskriterier for grund- och gymna-
sieskolan:
Skolan ska ill sin undervisning i matematik striiva efter att eleven kan med
fortrogenhet och omdéme utnyttja miniriknarens och datorns méjligheter.
(Utbildningsdepartementet 1994a, s. 33.)
Eleven utfér nédvindiga berdkningar, anvinder i relevanta sammanhang
tekniska hjilpmedel och har viss formiga att viirdera resultaten. (Skolverket

1994, s. 49.)

Att lirarutbildningen ir yrkesinriktad 4r nigot som ocksd tydliggors i
Haogskoleverkets rapport till regeringen 1997:
For att erhdlla grundskollirarexamen skall studenten ha de kunskaper och
firdigheter som behovs for att som lirare forverkliga skolans mél och
medverka i utvecklingen av skolan verksamhet.
Det skulle kunna hivdas att detta ir det enda m4l som beh6vs och att alla
andra mal som mélen om dmneskunskaper, insikt i didaktik, forméga att
anvinda datorer mm, ir olika medel for att nd detta Svergripande mal.

(Hogskoleverket, 1997, s. 35.)

Utbildningens uppdragsgivare ger hir uttryck f6r en forvintan pé act
anvindandet av datorer och avancerade miniriknare ska utgdra naturliga
inslag i en lirarutbildning.

Detirvaravsiktattbeskriva de erfarenheter vi har frin en matematikkurs
(5 p) inom utbildningen for grundskollirare 4-9 och gymnasielirare, en
kurs ddr ovanstdende forvintningar tilliits fi ett genomslag i sdvil innehall

och undervisning som i former f6r examination.
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En forindrad matematikkurs

En tidigt uttalad och tydlig ambition i uppliggningen av kursen var att s&
snart som mojligt 4 studenterna att sjilva ta ansvar for sin inlirnings-
situation och att i denna “dverging” frin passivt lyssnande till aktivt
kunskapssékande betrakta anvindandetav datorer och grafiska minriknare
som ett centralt inslag. Arbetets utformning skulle med andra ord gora det
mojligt for studenterna att ta eget ansvar (Skolverket, 1996). Vikten av att
ta ansvar for sict eget lirande har diskuterats bland annat av Ekholm (1997)
och Povey (1995).

Vir avsikt med matematikinnehallet i kursen var att ge de studerande en
inblick i hur man med hjilp av matematiska modeller, goda kunskaper i
matematik (hir avsig vi att ta i ansprdk det kursinnehall studenterna
tidigare stétt pd under utbildningen sisom Euklidisk geometri, linjir
algebra, statistik och matematisk analys) och visst datorstod kan lésa mer
omfattande matematiska problem. Datorprogrammen som kom attanvin-
dasvar huvudsakligen The Geometers Sketchpad, PC Logo, Excel, CurveExpert
och WinStaz.

Tre olika “examinationsunderlag” infordes: inlimningsuppgifter,
licteraturseminarier och en s.k. hemtentamen, som strickte sig éver en
vecka. De inlimningsuppgifter som formulerades fick hir spela en dubbel
roll, dels som arbetsmaterial i en inldrningssituation, dels som underlag for
examinationen. Didaktiska teorier och modeller i samband med undervis-
ning kom till uteryck i savil litteraturseminarier som i den inlidrningsprocess
i vilken studenterna befann sig under kursens ging.

Studenterna bereddes tilltride till en datorsal med all ovan beskriven
programvara installerad samt tillgdng till Internet. Redovisning av resultat
kom att bestd i savil pappersdokument som dokument lagrade pa diskett.
E-post och fax méjliggjorde for langviga studenter att uppritthilla
kommunikationen med kursledningen.

Vivalde att introducera de ovan nimnda programvarorna samt grafiska
miniriknare med inriktning mot grundliggande syntax och kommandon.
De studenter som ville ha mgjlighet att utféra kurvanpassning pé sin dator
hemma, kunde himtahem shareware programmen CurveExperroch WinStat
via den webbsida som vi upprittat f6r den aktuella kursen. Denna webbsida
innehéller ocksd korta genomgangar av hantering av grafiska miniriknare
och valda datorprogram. Ingen speciell genomging av dessa program
genomfordes, istillet lades ansvaret for installation och handhavande pa
studenterna sjilva.
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Nyvunna erfarenheter
Redovisningen av véra erfarenheter grundar sig pd flera killor sisom
frageformulir som besvarats av studenterna, noteringar under pigiende
arbete, litteraturseminarier, studenternas rapporter och dokumenterade
inlimningsuppgifter samt avslutande tentamen.

Arbetssitt och kursinnehdll exemplifieras med f6ljande inlimnings-

uppgift

Lat R(1) =lochbildafor k21, k ON, R(k +1) :1+R|((k)

och undersék vad som hiander med R(k +1) nir K — oo.

Argumentera for ditt pastdende.

Hur skulle studenterna komma att sitta detta samman med vad de tidigare
tagit del av inom matematisk analys?
I sina tidigare studier har de bl.a. sttt pd formella definitioner av

grinsvirden sisom

Definition. Grdnsvdrde dd X — ©0.

Lat f vara en funktion, definierad i ett intervall X = Q..

Vi siger att T(X) - A dd X — 00 om det till varje € > O finns ett @
sadant att [f(X) —A| < € foralla X > @ .

Vi skriver ocksd  |lim f(x) = A och sager att f(X) git mot eller

X — 00

konvergerar motAda X — o,
Frin Hellstrom, Morander & Tengstrand (1991, s 132)

Trots detta visar mdnga studenter en stor osikerhet i vad som egentligen ir
etc grinsvirde och vad som inte r det. I sitt arbete med att f6rséka beskriva
vad som egentligen kan sigas om R(k):s utveckling nirk k — o> uttryckte
flera studenter en viss frustration &ver att Excel inte har fler celler och att
man dirfér inte kom tillrickligt nira oindligheten”. Mgjligheten att
stinga in ovanstdende uttryck mellan tvi kinda funktionereller att algebraiskt
16sa problemet forefoll ocksa att ligga utom rickhdll for de flesta studen-
terna — de foredrog att soka efter en formel eller riddande funktion i Excel.

89



Datorstddets roll vid matematisk modellering exemplifieras utifrén ett
problem som himtats frin en av de hemtentamina som givits p& kursen. Se
appendix fér problemformulering.

Den hir typen av 6ppna problem ger studenterna ovintade svirigheter.
Det stdd som datorprogrammen ger ifriga om anpassningar forefaller
ibland t.o.m. stéra studenternas egen férmdga till reflektion.

Medan si gott som alla klarar deluppgift a) och b) utan stérre problem,
s4 har det stora flertalet problem med sdvil deluppgift ¢) som d). Ett vanligt
misstag rérande den 4rsvisa variationen var att ta manaderna kalendervis,
dvs bérja med januari, etc. Detta tillsammans med Excels verktyg “Infoga
trendlinje”, ledde flera studenter fram till f5ljande bild.

y = 0,0009x° - 0,0185x* + 0,0267x° + 0,9686x” - 2,4134x + 4,8251

L E AL FT S w@’;f &2

& oF

Det ir uppenbart att varje forsok att férsdka koppla denna modell till
innehéllet i uppgiften kommer att medfora problem. Vad betyder exempel-
vis det tomma gapet i mitten av figuren? Vad betyder arean under kurvan?
Vilken betydelse har det anpassade 5:e-gradspolynomet?

Diskussion

Studentreaktionerna och utvirderingsresultaten visar pé en stor variation i
attityder och forhallningssite. Det finns studenter som ir odelat positiva till
arbetssittet och arbetsformen, om 4n de anser att det har stillts stora krav:
“den forsta kurs jag list som pdminner om hur man arbetar ute i forvirvsli-
ver...”. Det finns ocksé studenter som idr mycket negativa till atc ocksd

behova lira av andra studerande och sjilva ta ansvar {or sitt lirande: "det iir
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inte riitt att man skall behiva friga kurskamrater...” Minga av studenterna
var dessutom ovana vid att skriva och kommunicera matematik” och ovana
vid att bli bedomda utifrin andra bevekelsegrunder 4n om de givit ritt svar
pa en uppgift eller inte: *jag vill inte bli bedomd utifrin hur jag skriver, bara
hur jag viknar...”. Detta berér den viktiga frégan om hur man bygger upp
betygsgrundande kriterier. Vi tar inte upp detaljer i detta men vill peka ut
kravet pd att en inlimnad 18sning bygger pé ett analytiskt resonemang samt
det faktum att framtagning av kriterier kan ske i diskussion och samrid med
studenterna.

D4 studenterna uppmanades att arbeta tillsammans i par eller storre
grupper, men act med egna reflektioner och slutsatser redovisa sitt resultat
enskilt fanns farhdgor att vi dirigenom skulle f3 inlimnat identiska l6s-
ningar. Dessa kunde snart férdrivas, di majoriteten av studenterna satte en
individuell prigel pé sina l8sningar.

Sjdlva uppgifterna blev ocksa kritiserade for att inte vara tillrickligt
“tydliga”. Oftast fannsidennakritik en 6nskan att fil3sa problem som leder
fram till ett "tal”, dvs. problem som till svar har ett visst bestimt numeriskt
virde. Det togsig uttryck i act manga studenter ansdg att fleraav uppgifterna
pa tentamen var “otydliga”, eller att de méjliggjorde alltfér ménga olika
strategier for studenterna. Detta kan tolkas som att man inte anser att
datorverktygen kommer till sin rdte just vid l6sandet av mer komplexa
problem.

En annan observation som vi gjorde, var att studenterna efter ett par
veckor blev okritiske instillda till de resultat man tog fram med de
datoriserade verktygen och grafiska miniriknarna. Detta tog sig exempelvis
uttryck i att manga studenter lit de grafiska miniriknarna eller CurveExpert
generera limpliga kurvanpassningar och direfter valde det foreslagna
samband som hade starkast beriknad korrelation, dvs. hogst virde pa
korrelationskoefficienten 7. Ytterligare ett exempel var att en majoritet av
studenterna gav uttryck for att ha ersatt deduktiva resonemang i Euklidisk
geometri med animering i The Geometer’s Sketchpad.

Vi anser utifrin var erfarenhet att studenternas forhallningssice till svil
innehdll som till inlirning och undervisning i matematik kommer tydligt
till uttryck i en kurs med denna konstruktion, hir sirskilt med avseende pd
datorstdd i matematikundervisning. Detta utgdr en visentlig grund for de
diskussioner kring olika inldrnings- och undervisningsperspektiv som bor
foras i varje universitetskurs i matematik (eller annat imne) for blivande
lirare (Romberg, 1993). P4 s sitt forstirks medvetenheten om det egna
forhéllningssittet till imnet och professionen hos varje student (och lirare).
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Utnyttjandet av datorer ger nya méjligheter men stiller ocksd nya krav pd
hur ett matematikinnehall hanteras och bearbetas, ett omride som ir i
behov av en nirmare kartliggning.
Our conclusion is that we are very early in the technological transformation
and that we desperately need research in all aspects of teaching and learning
with technology.
(Balacheff & Kaput 1996, s. 469.)
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Appendix

P4 alle fler platser anvinds naturgas for uppvirmning av bostadshus. Nedan
redovisas mitdata frén ett projeke dir man ville visa pd hur gasforbrukningen
kan minskas d& husets ytterviggar forses med en viss tilliggsisolering.

a) Tabell | visar gasforbrukningen (m®) per vecka och medeltempe-
raturen (°C) utomhus fér ett hus innan man utfort tillaggsisolering
i yttervdggarna.

Temperatur ( °C) -1 0 2 4 5 7 10
Gas (m3) 206,6 195,6 173,2 149,4 115,7 116,0 82,4

Tag fram en modell som beskriver sambandet mellan utomhustemperatur
och gasforbrukning.

b) Tabell 2 visar motsvarande data som finns i a) for samma hus
efter det att man utfort tillaggsisolering.

Temperatur ( °C) -1 0 | 3 6 8 10
Gas (m3) 134,4 127,6 120,6 10,1 89,4 72,7 59,4

Tag fram en modell som beskriver sambandet mellan utomhustemperatur
och gasférbrukning efter utford tilliggsisolering.
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c) Tabell 3 visar medeltemperaturen (°C) utomhus manad for
madnad fran och med oktober till och med maj, pa den plats ddr
huset dr beldget.

o N D J F M A M
°C 10,3 6,7 4,4 3,4 3,8 57 8,7 1,5

Tag fram en modell som beskriver medeltemperaturens variation under

aret.
d) Teckna ett uttryck for mdngden gas som sparas under ett Gr om

tilldggsisolering utférs och berdkna mdngden sparad gas i det
beskrivna exemplet.
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Statistikprogram i
undervisningen i Lund

Anders Holtsberg

Lunds universitet

Sammanfattning

Studenterna bér fi komma i kontakt med professionella datorverkeyg for
statistisk modellering och analys. Det finns emellertid manga olika statistik-
program och ménga kategorier av anvindare med olika behov. Nigra olika
programtyper diskuteras och en del erfarenheter frin undervisningen i
Lund férmedlas.

Typer av datorprogram

Slutmalet for all undervisning i statistik ir att studenten sjilvstindigt ska
kunna analysera ett stort datamaterial, frin den inledande undersékningen
till ate sdcta upp en modell och svara pa frigor om vilka slutsatser man kan
dra. I ett sidant analysarbete ir datorn ett sjilvklart hjilpmedel och s8 har
det varit sedan tillkomsten av datorer.

Anvindningen av datorverktyg i undervisningen i statistik skiljer sig
alltsa frin matematikundervisningens i det att datorn inte endast anvinds
som pedagogisk hjilp utan kommer in som ettsjilvklart arbetsverktyg (eller
dtminstone bér gora det).

En vanlig friga ir vilket statistikprogram som ir det bista. Svaret beror
mest pd vad det ska anvindas till och mindre pa om det 4r i en undervis-
ningssituation eller inte, eftersom studenten ska f4 komma i kontakt med
de verktyg som anvinds professionellt.

Grovt riknat finns fyra typer av statistikprogram. Den forsta typen 4r
kalkylbladsbaserade program. De p&minner till utseende och anvindar-
grinssnitt om de kalkylblad som finns i Claris eller Excel men har mycket
firdigforpackade statistiska modeller och berikningsprogram inbyggda.
Till denna kategori hér SPSS, JMPD, Statview med flera. Dessa program ir
bra for de minga som ska gora rutinanalyser snabbt och fa bilder utan att
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griva ner sig i manualer. De ersitter bdde Excel 4 ena sidan och ocksi ofta
dyra SAS & andra sidan. Det dr manga anvindare som har storst nytta av
dessa typer av program; de anvinds vid marknadsundersékningar, mindre
kliniska prévningar, inom biomedicin och de flesta omriden dir man
snabbt behdver kunna analysera data med vanliga standardmodeller. Dessa
program passar bist inom undervisningen for biologer, likare, ekonomer
och andra som inte har matematisk modellering som huvudimne.

Den andra typen ir programmerbara berikningsmiljder. Det domine-
rande programmet i denna kategori ir Matlab. Inom den statistiska
forskarvirden anvinds ocks& Gauss och Splus med liknande funktionalitet.
Det finns till och med fri programvara som har mycket bra prestanda,
exempelvis Octave, Rlab och Scilab. De hir programmen ir bra for
ingenjorer och forskare som ska skriva simuleringsprogram, berikna
hallfasthet med finita-element-metoden, skriva program for sina egna
statistiska metoder och sddant. Men man madste veta vad inversen av en
matris r for att kunna anvinda dem. Det stora genomslaget har program-
men ficc dirfor att de ersitter programmering i Fortran och C i vildigt
manga tillimpningar.

Den tredje typen av program ir de riktigt stora med ursprung i stordator-
virlden. Programmet SAS ir storst och dyrast men idven det finns numera
i persondatorversion. Anvindningen ir frimst inom biomedicin och andra
omriden dir volymen ir stor och kraven pa hanteringen av datamaterial 4r
extremt héga.

Den fjirde typen av program ir de som ir smalt inriktade pd vissa
speciella modeller. Tvé exempel ur den stora mingden program ir Statxact
for exake inferens ur kontingenstabeller och Simca f6r projektionsmetoder
for multivariat dataanalys. I undervisningen har dessa program {orstds bara

intresse i vissa fortsittningskurser.

Erfarenheter i Lund

Vid Institutionen for matematisk statistik i Lund bedrivs undervisning i
sannolikhetsteori och statistik pa de flesta utbildningsprogrammen inom
matematisk-naturvetenskaplig fakultet (MNF) och inom Tekniska hogsko-
lan (LTH). Vi anvinder Matlab i utbildningen av ingenjérer pd LTH och
bade Matlab, Stata och SPSS pd MNE. I de flesta kurser férekommer minst
tvd datorlaborationer, i vissa kurser upp till fem stycken. Férberedelser krivs
avstudenterna men diremotingen labbrapport. Undantagirigrundkursen
pé maskinsektionen dir labbrapport krivs.
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Kurspapper, labbinstruktioner och extentor finns att himta pd dator-
nitet f6r att underlictta f6r studenterna. Dessa elektroniska papper ir
tkomliga for alla, dven for lirare och andra utanfér Lund s den som vill
bekanta sig med undervisningsmaterialet i Lund kan ladda ner det frin
webbsidan Aep:/fwww. maths.lth.se/matstat] .

Tva entydiga erfarenheter kan dras. For det férsta uppskattas verkliga
datamaterial, till skillnad frin simulerade eller tillrittalagda uppgifter. For
det andra att man mdste vara mycket tydlig med vad syftet dir med en
datorlaboration och lata detta syfte genomsyraallt. Vi ldrare och forskare tar
for givetattstudenterna inser att man méste ha ett verktyg i form av en dator
for att kunna angripa verkliga statistiska problem och att man méste va pd
att anvinda det. Vi glommer litt att detta faktum inte alls 4r sjilvklart for
studenterna.

Efter dessa tvd erfarenheter tar likheten mellan studenter emellertid slut.
Att asikterna bland lirare vad giller datorer i undervisningen varierar
kraftigt konstaterades redan i konferensinbjudan. Detta giller i in hégre
grad studenterna, som ger omdomen om datorinslag som allt frin “me-
ningslést” till "roligt och intressant”. Den grupp studenter som fir ut mest
av datorinslagen ir de som hinger med frin borjan av kursen och foljer
studieplanen, och ett starkt motiv med datorinslag ir just acc kriva
forberedelser. Fran de allra mest sjilvgdende studenterna hérs emellertid
ofta klagomél pa tidsdtgingen, speciellt pa Tekniska hgskolan, dir mycket
tid 4r schemalagd. De vill ha mer tid dll act lisa boken i stillet. De allra
svagaste studenterna ir ibland inte heller hjilpta av datorinslagen, di de inte
far ut s& mycket av dem. Deras forberedelser ir otillrickliga. De som har
mest nytta och glidje av datorinslagen ir den breda majoriteten i mitten.
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Matematikutbildning i forandring

Bo I Johansson
Chalmers och Géteborgs universitet

Sammanfattning

Férindringsarbetet inom matematikutbildningen vid Chalmers och Géte-
borgs universitet beskrivs mot en kort historisk bakgrund. Ett mél 4r att
uppnd en syntes mellan matematik, numerisk analys och berikningar.
Datoranvindningen ir viktig i detta sammanhang.

Inledning

Inom utbildningen i matematik pagir stindigt en forindring av sivil
kursers innehall och omfattning som deras uppliggning vad giller forelds-
ningar och ovningar. Aven kurslitteratur forindras 6ver tiden. Ibland
utnyttjas externt skrivna bdcker och vid andra tillfillen féredras egenhin-
digt framstillda kompendier.

Naturligtvis har inriktning och framstillning ocksa skiftat frin tid till
annan. Inte heller pedagogiska reformer har uteblivit vid hogskolan. Oftast
har dock forindringar skett pé basis av individuella initiativ.

Idag ddremot pagir en intensiv diskussion bland lirare om dmnes-
innehall, inlirningsmetoder, datorberikningar, etc. Det finns et diskussions-
klimat och en férnyelseanda inom detta omride som férmodligen inte
tidigare upplevts inom matematiska institutionen i Géteborg. Det pigar
samtidigt ett forindringsarbete dir minga 4r involverade i skeendet och
deltar med stor entusiasm i utvecklingen. Lirarlag har initierats for att
bittre kunna forma savil enskilda kurser som utbildningsprogram.

Allmiint kan sdgas att vi bedriver kvalitativt experimenterande i form av
nya arbetsmetoder inom utbildningen avseende inldrning och problemlss-
ning. Problemformuleringarna kan numera vara av en mer djupgéende och
utvecklande karakeir, dvs. i allt stérre utstrickning vad som brukar beteck-
nas modelleringsproblem. I vissa ssmmanhang forsoker vi ocksé inféra mer

matematisk modellering och dirmed pa ett naturligt sitt 6verféra matema-
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tiken till tillimpade imnesomriden.

Det har under senare &r diskuterats mycket kring i frsta hand f6ljande
allminna problemstillningar inom matematikutbildningen i Géteborg:
* Vilken matematik ska framtidens studenter/teknologer forstd och

behirska?

* Samspelet mellan matematik och numerisk analys. Det har skett och
sker allgjimt en integration mellan kvalitativ och kvantitativ matema-
tik.

* Det 4r allmint kint att inldrningen styrs av examinationen. Hur ska
vi kunna utnyttja detta faktum genom att ldta examinationen vara en
del i utbildningen?

* Datorns roll i utbildningen. Hur ska denna enorma potential som
numera finns tillginglig anvindas for att 6ka forstdelsen for matema-
tik, fordjupa de matematiska problemstillningarna samt pa ett
naturligt sitt utnyttjas i utbildningen?

En tillbakablick

Inom matematiska institutionen, vilken ir gemensam for Chalmers och
Géteborgs universitet, har det forekommit datorlaborationer sedan ett
drygt decennium. D4 anvindes datorprogram anpassade efter specifika
fragestillningar. De lirare som engagerade sig i denna tidiga fas hade en hog
ambition, men studentmiljén (och dven lirarmiljon) var relative primitiv
och bestod av ett fital PC och en skrivare. Det totala antalet laborations-
moment har sedan dess 6kat i kvantitet sivil som i kvalitet. Under de forsta
dren av denna epok skedde utvecklingen av laborationsmaterialet uteslu-
tande genom enskilda individer, medan det under senare tid inte varit
ovanligt med samarbete mellan flera personer for att dstadkomma ett bra
laborationsmaterial. Det bredare engagemanget i dessa frigor mirks fram-
forallt genom diskussioner, seminarier och projekt.

Idag finns vid institutionen en mycket vilutvecklad datormiljé med
datorer for alla lirare och dven en god tillgdng till datorer for véra studenter.
Datormognaden idr numera stor bland bade lirare och studenter. En
ytterligare positiv faktor vad giller nyttjandet av datorer ir de generella
datorintroduktionskurser som numera ges vid Chalmers och Géteborgs
universitet.

Med tanke pé vilka konsekvenser och vilka debattvigor som forekom nir
fickkalkylatorn blev var students/teknologs egendom ir det inte svirt att
forestilla sig vilken omvilvning datorn kommer ate £ for savil kursernas
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framtida innehdll som de naturliga problemformuleringarna inom dmnes-
omridet. Dessutom kan detta ge helt andra méjligheter till nya och
utvecklande examinationsformer.

Tillgéngen till datorkraft driver utvecklingen kring frigestillningar som
riknefirdighet, examinationsformer, projektproblem, etc. Trots detta har
introducerandet av datorlaborationer till dags dato inte uppenbart 6kat den
matematiska forstdelsen eller den matematiska firdigheten hos studen-
terna. Ej heller har stcudentgenomstrémningen $kat. Datorns inférande har
till dags dato inte heller reducerat den traditionella examinationen i
nimnvird utstrickning, utan istillet genererat ytterligare arbete for
examinatorerna.

Diremot har utnyttjandet av matematiska datorprogram forbittrat
méojligheten att 6verféra matematiken i form av matematisk modellering
till tekniska imnen dir samma datorprogram anvints. Den terminologi och
berikningstekniska overforing som pa detta vis sker frin matematikimnet
till tillimpade imnesomrdden har visat sig ha en stor potential att forstirka
matematikkunskaperna. Detta kan utvecklas yteerligare.

En pagaende forandring

Datorn har givit matematikimnet en experimentell vinkling som tidigare
inte funnits. Detta ir ndgonting som tillfér matematiken ytterligare dimen-
sioner och borde kunna anviindas for att stirka den matematiska forstdel-
sen. Vid sidan av experimentverktyg och laborationsmiljé dr datorn ocksé
ett mycket kraftfullt hjilpmedel vid sivil symboliska kalkyler som nume-
riska.

En mélsittning med fornyelsen inom matematikutbildningen innehgl-
ler flera naturliga komponenter. Man vill nd en férdjupad férstdelse av
matematiken, speciellt kursmaterialet, men 4ven en dkad effektivitet, en
bittre och hégre kvalitet pé sdvil problemstillningar och 16sningsmetoder
som kunskapsuppbyggnad. Dessutom ir datorn i sig ett verktyg som ger
anvindaren en visentlig méjlighet att studera problem och dess 16sningar
pa ett mangfacetterar sitt, vilket inte tidigare lit sig goras.

Ettstort arbete pigér for nirvarande med att integrera datorberikningar
med den mer traditionella matematikutbildningen. En komponent som
stirker denna utveckling har varit den samordning av numeriska aspekter
och klassisk matematik som redan till viss del har skett. Den nya matematik-
utbildningen bérjar nu ta form. En f6rsta realisering dr under utarbetande.

En tillbakablick ger vid handen att det kriivs en viss mognad innan saker
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faller pa plats. I detta sammanhang giller det datormognad, som idag finns
hos bade lirare och studenter. For bara ndgra ar sedan krivdes en évertyd-
lighet i detta sammanhang. Idag har studenterna en god datorkunskap
redan d& de kommer till hégskolan. Efter en kortare introduktion, som ger
dem kinnedom om den befintlig datormiljon och férmégan act hantera de
vanligaste mjukvarorna, ir studenterna redo att ge sig i kast med det mesta
som har med datorer att géra. Aven lirarna har idag en helt annan syn pa
och kunskap om datorer och dess méjligheter.

Ytterligare viktiga komponenter for en framgingsrik koppling mellan
matematik och datorer ir en god utvecklings- och programvarumiljo samt
en driftsorganisation som pa ett utmirke sitc underhéller och utvecklar

densamma.

Strategin

Beroende pi utbildningens form kommer ocksd uppligget betriffande
matematikutbildningen att skilja sig &t. I exempelvis de relativt nystartade
utbildningsprogrammen D*", datalinjen vid Chalmers, och NP-program-
met, utbildningsprogrammet naturvetenskaplig problemlésning vid Gote-
borgs universitet, vilka bida ir PBI-baserade, ges en méjlighet att kontinu-
etligt utnyttja datorn som ett naturligt instrument. I samband med en
ovning i Fourieranalys kan studenterna enkelt berikna Fourierkoeffici-
enter, underséka konvergenshastighet och analysera signaler. Direfter kan
de fortsitta med frekvensanalys av signaler. Dessa problem blir, i en sédan
miljé, mycket naturliga att direkt angripa medan diskussionen/undervis-
ningen fortgdr.

I andra sammanhang kan det vara naturligare att bedriva en integrerad
undervisning inom kvalitativ och kvantitativ matematik, samt parallellt
utveckla en berikningsteknisk firdighet med hjilp av datorprogrammet
Matlab, dir problemstillningar kopplar ssmman dessa parallella spar. Detta
har utvecklats och tillimpas numera inom teknisk fysik vid Chalmers.

Inom hela utbildningen vid savil Chalmers som Géteborgs universitet
pagar en utveckling for att uppnd en syntes mellan (klassisk) matematik,
numerisk analys och berikningar.

En realisering av en férnyad matematikutbildning, enligt ovan beskrivna
idéer, diskuteras for nirvarande mellan fretridare f6r matematiska institu-
tionen och utbildningslinjer vid Chalmers. Visentliga komponenter i
samarbetet dr innehll och form samt, inte minst, de brobyggnader som
utgdr grinsskikeet mellan matematik och teknik for att ta vara pd matematik-
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ens styrka och dirigenom fi fram kraftfullheten i tillimpningarna.
Grinssnittet maste bestd aven brygga mellan matematik och tillimpning
i form av exempelvis matematisk modellering, men dven en forstirkning av
matematiken inom de tillimpade imnena pd ett sitt som stirker samarbetet
mellan matematik och tekniska/naturvetenskapliga dmnen ir nédvindig.
Det finns dock en viktig aspekt inom teknisk och naturvetenskaplig
utbildning som mdste beaktas. Till skillnad frin teknik 4r matematiken
grundliggande och bestiende, varfor en matematisk forstdelse dr en néd-
vindighet for framtidens tekniker och naturvetare. Matematiken utgdr
ocksd en viktig komponent i logiskt strukturerande och 4r utomordentligt
visentlig for kvalitativa aspekter och intuitiv forstielse. Matematiken ir
sdledes fundamental f6r att de tekniska och naturvetenskapliga utbildning-

arna ska ha ett bestdende virde 6ver tiden.
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Datorstod i projektlinjens
matematikutbildning

Gisli Mdsson
Stockholms universitet

Sammanfattning

Hir kommeratt beskrivas de erfarenheter vi har haftavacc hélla i datorstodd
matematikutbildning pa Projektlinjen i matematik, fysik och matematisk
statistik vid Stockholms universitet, de problem som vi har stdtt pd och
mojliga [6sningar till dessa problem.

Om projektlinjen

Projektlinjen i matematik, fysik och matematisk statistik 4r en fyradrig
utbildning i nimnda dmnen vid Stockholms Universitet. Projekt av storle-
ken 5-10 poing utgdr en stor del av utbildningen. Dessa gors av studen-
terna i arbetsgrupper pd ca 5 personer, under handledning av en ldrare. I
dessa projekt ingér mycket ofta konstruktioner av matematiska modeller
och datorberikningar. Tanken med utbildningen ir att utbildade studenter
ska kunna arbeta sjilvstindigt med uppgifter och problemstillningar inom
omridena matematik, statistik och fysik. I detta ingdr atc kunna anvinda
datorer som hjilpmedel. T helhet priglas dirfor linjen av ganska omfattande
datoranvindning.

Kursen Matematik P1 ir den forsta kursen som studenterna ldser pd
projekdlinjen. Den bestdr av 8 poing inledande algebra och analys samt 2
poing inledande datoranvindning. Som regel 4r studenterna nybérjare pa
universitetet nir de liser denna kurs. I kursbeskrivningen for kursen star
bl.a. ”...ge firdighet i att med hjilp av datorer sdvil l6sa matematiska
problem som skriftligt redovisalsningen.” Detta har visom har haftkursen
oversatt till foljande: Studenterna ska lira sig grunderna i atc rikna pd
datorer med hjilp av matematikprogram och lira sig skriva Latex. Dess-
utom har vi undervisat lite i html f6r att studenterna ska kunna presentera
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sina projektrapporter pd www. I bérjan lirde vi studenterna i huvudsak
anvinda Maple, men de tv4 senaste aren har vi dvergdte till Mathematica.

Datorer i matematikutbildningen

Enligt min &sikt kommer datorer p tvé olika sitt in i matematikutbildningen
pa hogskoleniva. Dels har de tillkommit som ett verktyg som en matema-
tiker numera maste kunna anvindaisittarbete, precis som riknestickor och
tabeller forut. Dirfor har det troligen numera blivit ganska vanligtatt nigon
form av datorutbildning ingdr i matematikutbildningar. D4 tillkommer
denna utbildning ofta som ett extra moment, antingen i form av en separat
kurs eller som ett frivilligt eller obligatoriskt inslag i matematikkurser.

A andrassidan ir det relativt uppenbart vilka mgjligheter datorer har som
ett hjdlpmedel i matematikundervisningen. De kan komplettera bscker
och lirare genom sina rorliga bilder, sin tredimensionella grafik, interaktivitet
och s vidare. Dessutom ger datorer méjligheter att experimentera och
mojligheter att anvinda mer realistiska uppgifter in vad som tidigare har
varit mojlige. Till sist ger datorer bitcre méjligheter act uttrycka sig skriftlige
genom alla matematiska ordbehandlings- och typsittningsprogram som
numera finns. Detta ger t.ex. méjligheter till uppgifter diir hirdare krav kan
stillas pa framstillning och stil, férutom ritea 13sningar.

Genomforande av mal

Enligt citat ovan ur kursbeskrivningen for kursen Matematik P1, ingr i
kursen utbildning pd datorer som verktyg. Det forefaller dirfor som ganska
naturlige atc forséka utnyttja tillgingen p& datorer och det fakeum att
studenterna ska lira sig hantera datorer, for att anvinda datorer som
hjilpmedel i matematikundervisningen. Detta har vi gjort genom att
konstruera laborationer vars mal dr atc 5ka frstdelsen for specifika matema-
tiska begrepp. Dessutom har vi gjort inlimningsuppgifter dir dator-
berikningar och experimentering ingér direke eller indireke. Till sist har i
vissa fall forekommit hos oss maskinskrivna inlimningsuppgifter med
hoégre krav pa framstillning.
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Erfarenheter av datorn som verktyg

Hur har det gatt att lira studenterna anvianda datorn som ett
verktyg?

Efter kursen typsitter ménga studenter matematik i Latex utan problem.
Majligen dr de motiverade av att de behdver dessa kunskaper f6r kommande
projeket.

Datorer anvinds ocks flitigt vid berikningar pa projekt, men i manga
fall gors dessa beridkningar direke eller indirekt pd bestillning av handleda-
ren. Det har forekommit spontan anvindning av datorer pa &rskurs 1, dir
studenter pd eget initiativ har omformulerat matematiska problem till
datorberikningar och genomfort dessa, men detta ir sillsynt. Ett mojligt
hinder fér en sidan anvindning ir att kursens omfattning inte tilliter nigon
genomging av programmering.

Sammanfattningsvis tycker jag att vi i stort sett har lyckats med att lira
studenterna anvinda datorer som verktyg.

Erfarenheter av datorn som hjalpmedel vid under-
visning

Vir erfarenhet av matematiklaborationer, dvs. laborationer dir datorn ska
anvindas som hjilpmedel for att forklara matematik, kan summeras i
foljande mening: Antingen susar laborationen forbi pa returtangenten eller
s fastnar den i hakparanteser.

Uttalandet i féregiende paragraf kriver nog en nirmare forklaring. Ett
sitt att utforma en matematisk laboration 4r att utarbeta nigot problem i
till exempel en Mathematica-notebook och sedan i princip endast limna 4t
studenter att trycka pa returtangenten ett antal ginger for att utfora sjilva
berikningarna. Detta brukar studenter klara av ganska bra, men tyviirr
brukar de fér de mesta missa mycket av det matematiska innehéllet i
laborationen. Ett annat sitt att konstruera en laboration ir att ge studen-
terna en matematisk uppgift som de ska lssa pa egen hand och p& nagot site
ge dem tillricklig information om datorprogrammet, s att de kan koncen-
trera sig pd det matematiska innehéllet i uppgiften, eftersom i detta fall
syftet dr att anvinda datorn som hjilpmedel, inte att lira studenterna
anvinda datorn som ett verktyg. D3 visar det sig mycket ofta att en hel del
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ovintade problem uppstar, som har mer att gora med kommunikationen
dator-minniska dn problemert att forstd det matematiska innehallet. Till
exempel har vi ofta observerat att en relativt ny anvindare av Mathematica
helt enkelt inte ser var eller om en hakparantes saknas i ett uttryck och
forstar inte de felmeddelanden som uppstir i samband med detta. Detta
brukar orsaka en hel del sléseri med tid och ge upphov till frustration.

De tv4 typer av laborationer som jag har beskrivit ovan ir ju forstds
extrema at var sitt hall, s8 man kan undra om inte lagom ir bist. Men lagom
verkar inte fungera si bra heller. Vi har ocksd provat att konstruera
laborationer som egentligen bara handlar om att trycka pé returtangenten
och som sedan mot slutet bestdr av ett matematiskt problem som kan 18sas
genom att gora relative smé forindringar av det utarbetade exemplet. I sd fall
susar forsta delen forbi och sé fort studenterna ska dndra pd Mathematica-
koden kor de fast i alla méjliga datorrelaterade problem, som man absolut
inte kunde forestilla sig innan. I vilken man sidana problem uppstir
varierar forstds mellan individer, men man kan undra om inte deras tid
utnyttjas bittre genom matematisk problemlssning pa traditionelle site?

Férdelen med inlimningsuppgifter 4r att dir 4r man inte beroende av
den ganska s& begriinsade tidsram som man har i en laboration. Dirf6r kan
man hoppas pé att studenterna kiinner mindre tidspress pé sig att tillgodo-
gora sig forklaringar snabbt for att sedan kunna 18sa sin uppgift. Men det
verkar inte hjilpa. Aven till synes litta uppgifter blir ibland nirmast
olésbara i och med att studenterna viljer en annan dn den tinkta metoden
for act 16sa problemet, en metod som méjligen skulle kunna leda till rice
svar, men som datorn inte kan lésa pga begrinsningar av minneskapacitet
och liknande.

Sammanfattningsvis r var erfarenhet ate vi 4n s linge inte lyckats bra
med att anvinda datorn som ett hjilpmedel f6r att 6ka forstdelsen av

matematik.

Problemanalys och I6sningar
Varfor har vi inte lyckats bittre med att anvinda datorn som ett hjilpmedel
vid matematikundervisning?

Enav forklaringarna ir sikert den att det finnsliten eller ingen erfarenhet
attbygga pd. Vildrare har sjilva egna minnen frin férelisningar och dirifran
3sikter om vad som ir daligt eller bra med dessa. Diremot har ingen av oss
egna erfarenheter av att vara elev i datoriserad undervisning och dirfor kan
det vara svirt att sitta sig in i hur givande datorlaborationer egentligen ir.
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En annan mojlig orsak till problemen kan vara avsaknad av limpliga
datorprogram. Program som Mathematica, Maple, Matlab osv. dr mycket
bra berikningsverktyg och en kunnig anvindare kan anvinda dessa pro-
gram bade som berikningsverktyg och som hjilpmedel for att bittre f6rstd
matematiska begrepp. Men enligt min 3sikt dr dessa program inte alls
vilanpassade for att anviindas i undervisningssammanhang, d de ir s pass
svéra att anvinda att risken 4r stor for nybérjare att matematiskt innehall
drunknar i syntax och datorproblem.

Hur kan man d& 16sa detta? Det kan forstds hinda att man med mer
erfarenhet kan lyckas konstruera laborationer som upplevs positivt av
studenterna och som pi ett effektivare sitt kan formedla forstdelse av
matematik. Jag misstinker dock att det krivs datorprogram som ir bittre
anpassade till undervisningen, program som pd ngot sitt har mer begrin-
sade anvindargrinssnitt och ir sddana att anvindaren inte fastnar i syntax-
problem. Samtidigt méste sddana program vara gjorda pd ett sddant sitt att
man inte kan ta sig genom laborationer utan nigon typ av kontroll, till
exempel genom uppgifter som mdste losas innan man kan gd vidare i
laborationen. I annat fall hamnar man litt i samma situation som i den
forsta typen av laborationer jag beskrev. Ritt konstruerade tror jag att
sddana program kan vara till stor hjilp, men samtidigt tror jagattde kan vara
ritt sd dyra att utveckla. Man fir rikna med att ligga ner mycket mer
resurser dn vad som nu gors for att anskaffa undervisningsmaterial pd

datorer i matematik.
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Datorlaborationer i
matematikundervisningen

Ingemar Nisell
KTH

Sammanfattning

Datorlaborationer ingdr sedan 1994 i alla grundkurser i matematik vid
KTH. Jag beskriver den infrastrukeur som inforts for att stodja detta inslag
i utbildningen. Nigra av erfarenheterna av att anvinda datorlaborationer i
undervisningen diskuteras.

Genomfoérande

Datorlaborationer ingdr sedan hostterminen 1994 i alla kurser i grund-
utbildningen i matematik vid KTH. Dessa kurser ges till studenter i de tvd
forsta drskurserna. Varje drskull omfattar cirka 1400 studenter. Under forsta
dret ldser alla studenter tre kurser i matematik. En av dessa kurser 4r i linjir
algebra och de tvd andra ir i differential- och integralkalkyl. Under det
andraret liser alla studenter en kurs i differentialekvationer och transform-
teori, och nigra studenter liser dessutom en kurs i komplex analys.

Ettbeslut att infora datorlaborationer i matematikundervisningen fatta-
des formelltvid ett ssmmantride med styrelsen vid matematikinstitutionen
under héstterminen 1993. Vérterminen 1994 anvindes f6r att bygga upp
en del av den infrastruktur vid institutionen som 4r nédvindig for detta
inslag i undervisningen. Infrastrukturen, bide inom och utom institutio-
nen, beskrivs nirmare nedan. Matematikinstitutionen har givit ett starke
stéd till uppbyggandet och vidmakthéllandet av infrastrukturen inom
institutionen.

Denna rapport behandlar endast undervisningen i matematik i
civilingenjorsutbildningen vid KTH:s campus pd Valhallaviigen i Stock-
holm; den omfattar inte den ytterligare undervisning i matematik som
bedrivs vid ingenjdrsskolan vid KTH.
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Malsattning for undervisningen i matematik

En naturlig malsictning f6r undervisningen i matematik ir atc den dels ska
ge forstdelse f6r begrepp och sammanhang, och dels ge formaga attanvinda
de matematiska resultaten forattldsa et antal problemtyper av betydelse for
tillimpningarna i de tekniska imnena. Tillkomsten av datorprogrampaket
som tilldter en att symboliskt och numeriskt l6sa en mingd uppgifter leder
naturligen till att balansen mellan dessa tvd mélsittningar dndras. De nya
datorverktygen leder till att gamla malsittningar ifrgasitts. Genom att
lirarna utvirderar vad som kan gras med de nya datorverktygen dstadkoms
en nyttig férnyelse i undervisningen.

Malsittning for datorlaborationerna

En av mélsittningarna for datorlaborationerna ir att de ska ge studenterna
fortrogenhet med det programpaket (Maple) som anvinds i undervis-
ningen vid KTH. Vid detarbete i tillimpad matematik som de senare méter
i de tekniska tillimpningarna har de dirigenom tillgdng till ect kraftigt
verktyg som tilliter dem att arbeta med lingt mer realistiska problem in
som eljest 4r mojligt.

En andra mélsictning ér ate datorlaborationerna ska anvindas som ett
pedagogiskt hjilpmedel for att forbittra forstielsen av matematiska be-
grepp och sammanhang. Detta kan dstadkommas genom att program-
paketet enkelt tilldter en grafisk framstillning som ofta kan ge en mirkbart
forbittrad incuitiv forstdelse f6r de matematiska resultaten. Program-
paketet kan ocksd anvindas for att inféra en ny dimension i den klassiskt
deduktiva matematiken: det dr méjligt att snabbt och enkelt genomféra
experiment och att testa olika idéer som eleven har.

Infrastruktur

Det behovs en viss infrastruktur i studenternas inlirningsmiljé och pé
matematikinstitutionen for att det ska vara méjligt ate genomféra dator-
laborationer i matematikundervisningen. Négra korta kommentarer ges

nedan till denna infrastruktur.

Datorer

Det dr nodvindigt att alla ldrare har tillging till datorer sa att de sjilva kan
anvinda och utveckla de datorlaborationer som anvinds i undervisningen.
Tillgingligheten till datorer motiveras ocksd av lirarnas behov av dacorer for
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andra indamadl in undervisning, sdsom verktyg i forskningen, samt for att
skriva rapporter och publikationer och for att kommunicera via e-post och
himta information frdn Internet. Matematikinstitutionen vid KTH har
insett hur viktigt detta dr, och varje lirare har numera tillgéng till en egen
dator for dessa dndamal. Dessa datorer ir, med ndgra fi undantag, SUN
arbetsstationer som arbetar med ett operativsystem som ir en variant av
UNIX.

Institutionen har en egen datorsal med bdde SUN-stationer, person-
datorer och Mac. Datorsalen anvinds vid kurser {or lirare, av gistforskare
och av studenter som gor examensarbeten. P4 grund av den stora
undervisningsbordan ir det inte méjligt att anvinda datorerna i denna sal
for kurserna i grundutbildningen.

Samtliga delfakulteter vid KTH har inrittat datorsalar f6r sina student-
ers arbete. Dessa datorsalar anvinds for vira datorlaborationer men ocksé
for datorarbeten i minga andra kurser. En del av dessa datorsalar ir
utrustade med arbetsstationer under UNIX, medan andra har person-
datorer med Microsoft Windows. Ménga studenter har ocksé egna datorer
i bostaden.

Programvara

Som nimnts ovan anvinds Maple i datorlaborationerna. KTH harsitelicens
pd Maple, Mathematica och Matlab. Varje lirare har tillging till Maple p&
sin institutionsdator, och Maple ir ocksd installerad pd datorerna i matemartik-
institutionens datorsal och i studenternas datorsalar. De studenter och
lirare som har egna datorer i bostaden kan arbeta med Maple pé& dessa
datorer. Programvaran tillhandahélls pA CD-skivor av KTH.

Anvindarstod

Anvindarstdd f6r bide studenter och lirare har inridctats p§ KTH. Hit kan
man vindasig foract f3 hjilp med tekniska detaljer nir det giller attanvinda
programvaran bide pé egna datorer och pa datorer i KTH:s datorsalar.
Anvindarstddet bemannas av ildre teknologer med datorvana.

Datorlaborationer

De datorlaborationer som anvinds i de olika kurserna i matematik har
utvecklats av enskilda lirare vid institutionen. Institutionen har uppmunt-
rat sina ldrare att skriva sina egna laborationer och att integrera labora-
tionerna i undervisningen. Detta har ocksd bidragit till en kompetens-
héjning bland lirarna pd datoranvindningssidan. Omfattningen och
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redovisningsmetoden for laborationerna varierar mellan kurserna. Ansvaret
for att bestimma dessa detaljer vilar pd den enskilde kursledaren. Nya
versioner av Maple utkommer med ojimna tidsintervall. De nya versio-
nerna kriver i vissa fall en omarbetning av datorlaborationerna. En sidan
omarbetning gérs ocksd for att inkorporera nya idéer och for att inféra
forbattringar pa basis av de erfarenheter som vunnits i anvindningen av

datorlaborationer i undervisningen.

Kurser

Under vérterminen 1994 arrangerades en datoranvindarkurs som gavs till
samtliga institutionens lirare. En minikurs i Maple har skrivits som ger en
informell introduktion till Maple. Den kan lisas pa cirka fyra timmar. Vid
varje hosttermins borjan ges en kurs for nyanstillda lirare och f6r de 6vriga
lirare som onskar friska upp sina kunskaper och ta del av nyheter bland
datorlaborationer och Maple. Den senaste versionen av Maple anvinds i
kursen.

De flesta delfakulteter ger en datorintroduktionskurs till alla sina
nyantagna teknologer vid bérjan av varje hésttermin. I denna kurs ges en
allmin information om datorresurserna som finns tillgingliga fér tekno-
logerna. I kursen ingdr ocksd en introduktion till Maple i form av en
minikurs (mindre in minikursen for lirarna) som skrivits p4 matematik-

institutionen.

Erfarenheter

En del kursledare har krivt muntlig redovisning vid en dator av dator-
laborationerna, medan andra har bett studenter att limna in en skriftlig
redovisning. Det forsta redovisningssittet kriver litet mer datorvana av
liraren (och av studenten!), men kan avgjort rekommenderas. Det ger god
kontakt mellan lirare och student, och det ger tillfille till acc diskutera ndgra
enkla matematiska problem pi ett informellt site. Det dr ocksd lite for
liraren att med ndgra enkla frigor vertyga sigom att studenten sjilv f6rstar
vad han/hon har gjort. Risken {or att ndgra studenter kopierar vad deras
kamrater har gjort utan att sjilva forstd ar betydligt storre vid skriftlig
redovisning.

Ett sitt att bedoma resultatet av datorlaborationsinslaget i undervis-
ningen ir att gora en enkit bland studenterna efter kursens slut. Det dr d&
viktigt ate efterfriga bide studenternas bedémning av virdet av dator-
laborationerna och deras datorkunskaper. Vi har funnit att det finns ett
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starkt samband mellan svaren pd frigorna inom dessa tvd omréden. De
studenter som har god datorvana ger ett betydligt hdgre betyg &t dator-
laborationerna in de som har déliga datorkunskaper.

En annan erfarenhet frin arbetet med datorlaborationer ir att lirarnas
engagemang och attityder dr betydelsefulla for att detta inslag i undervis-
ningen ska ge ett bra resultat. Studenternas bedémning av virdet av
datorlaborationer ir hégre om lirarnair kunnigaanvindare av datorprogram-
paketet och om datorlaborationerna ir integrerade i den 6vriga undervis-
ningen. Entusiasmen hos en lirare kan litt smitta av sig pé studenterna.

En slutsats som kan dras av véra erfarenheter #r att undervisning i
datoranvindning for lirare och studenter kan ge god utdelning i form av
effektivare undervisning i matematik.
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Excellent exercis eller exagererad
examination?

Esbjorn Ohlsson
Stockholms universitet

Sammanfattning

Att uteslutande anvinda firdiga programpaket pa en kurs kan medfora att
forstdelsen gir forlorad. Inledande handrikning behévs for att befista
kunskap om begrepp och metoder. Denna handrikning, som vanligen
utfors med minirdknare, kan med férdel utféras med ett kalkylprogram. Ett
problem i sammanhanget dr dock hur examinationen ska g3 till.

Datorn som professionellt och pedagogiskt redskap
Datorer har anvints i undervisningen i matematisk statistik vid Stockholms
universitet sedan (dtminstone) 1983. Sedan borjan av 90-talet fsrekommer
laborationer eller projektarbete med datorer pa en majoritet av vira kurser.
Undantaget 4r mer teoretiska kurser, exempelvis fortsittningskursen i
sannolikhetsteori. Datoranvindningen kan delas in i tvd huvudtyper:

1. Datorn som (semi-) professionellt verktyg. Hir anvinds statistikprogram
pd ett sitt som liknar den yrkesverksamme statistikerns arbetssitt
(alternativt medicinarens, naturvetarens, etc.). Syftet 4r dels atc ldra ut
programvaran i sig, dels att ge méjlighet till arbete med mer realistiska
problem, vilket ofta innebir arbete med stora datamingder. Exempel
pa programvaror som anvinds ir SAS och JMP.

2. Datorn som pedagogiskr verktyg. Hir anvinds datorn som verktyg for
inldrning, delvis for att befista kunskaper som traditionellt lirs ut
med freldsningar och problemlssning f6r hand. Viktigare idr kanske
act studenterna fir méjlighet till en bittre forstdelse av imnet 4n vad
som kan &stadkommas med traditionell problemlésning. Ofta handlar
det om att experimentera: ”Vad hinder om jag dndrar dessa virden?”,
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simulera eller pd andra sitt undersoka egenskaper hos begrepp och
metoder. Exempel pa programvaror ir Excel och Mathematica. Aven
om huvudsyftet hir inte 4r kunskap om programvaran i sig, férsoker
vi vilja program som studenterna kan ha nytta av i en framtida
yrkesverksamhet. Rena demonstrationsprogram och utbildnings-

program anvinds normalt inte.

Naturligtvis innehéller manga kurser inslag av bide 1 och 2 samtidigt.
Professionell statistikprogramvara kan givetvis dven anvindas for att expe-

rimentera.

Handrakning eller dator i statistikundervisningen?

I framfor allt USA finns en debatt om huruvida numerisk handrikning
overhuvudtaget behovs inom statistikundervisningen i datordldern; se
Khamis (1991) och den tillhérande diskussionen i Shannon & Nor-
man (1993) f6r en introduktion.

Khamis argumenterar bestimt for att handrikningen har ett stort peda-
gogiskt virde. Handrikningen befister teorikunskaper och studenterna lir
sig forstd hur metoder dr uppbyggda. Vidare bygger man upp ett sjilvfor-
troende nir man fullstindigt kontrollerar situationen och genomfér hela
kalkylen sjilv. Att direkt anvinda ett datorprogram (eller en miniriknar-
funktion) medfér en risk att metoden blir en obegriplig “black box”.

Jag anser, med Khamis, att pd samma sitt som anvindning av minirik-
nare i grundskolan bér féregis av handrikning — f6r frstdelsens skull — bor
universitetsstudenternas anvindning av statistikprogram foregds av "hand-
rikning”, dvs. rikning med miniriknare utan anvindning av f6rpro-
grammerade statistikrutiner. Huvudidén i denna artikel dr dock att ett
kalkylprogram i minga situationer med foérdel kan ersitta miniriknaren.
Denna idé ir naturligevis inte helt ny, se t.ex. Soon (1991).

Berikningarna kan organiseras pa kalkylblad pa ungefir samma siitt som
vid handrikning. Under fSrutsittning att inga fdrprogrammerade makron
eller funktioner anvinds har studenten fullstindig kontroll &ver situatio-
nen. Samtidigt behover varje aritmetisk operation bara specificeras en ging,
den kan sedan enkelt kopieras till act gilla i ett stort antal celler. Dirigenom
reduceras den aritmetiska exercisen till ett minimum.

I bista fall forenar (eller forstirker!) kalkylprogrammet handrikningens
pedagogiska fordelar med datorernas reduktion av berikningsvolymen och
deras méjlighet till experiment. Lit oss som illustration se pa ett mycket
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enkelt exempel, nimligen berikning av en stickprovsvarians.
Exempel: Berikning av en stickprovsvarians

Definitionen av stickprovsvariansen ir

1 2 (1)
2 o
=—"-Y(x-x
n-1 ; (X' )

Férhandrikning anger lirobckerna normaltiven den ekvivalenta formeln

DI LS ‘1“7 @)
-

Aven om denna formel ir berikningsmissigt enklare, saknar den nistan helt
pedagogiskt virde. Det 4r, som var och en kan se, ur definition (1) man lir
sig ndgot om s egenskaper, inte ur definition (2). Med ett statistik-
program kan vi naturligtvis snabbt berikna s for godtyckligt stora
datamingder. Hir f6ljer ett SAS-program for detta.

proc means data=xfile var;
var x;
run;

Om man vill undvika besvirlig programsyntax kan alternativt ett meny-
baserat program anvindas. Frigan dr nu bara vad vi lirt oss om s” av dessa
bekvima beridkningar? Lit oss i stillet se pd ett Excel-blad f6r "manuell”
berikning av %, dvs berikning utan att anvinda Excels inbyggda s

funktion.
n=11
X X - medel dito "2
4,26 -3,24 10,50
5,68 -1,82 3,32
7,24 -0,26 0,07
4,82 -2,68 7,19
6,95 -0,55 0,30
8,81 1,31 1,71
8,04 0,54 0,29
8,33 0,83 0,69
10,84 3,34 11,15
7,58 0,08 0,01
9,96 2,46 6,05
Summa 82,51 0,00 41,27
Medel/s2 7,50 4,13
s= 2,03
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Awvikelse fran
medelvarde

4,00
3,00 1
2,00 1

1,00 -
0,00 e :H:H:H: —t Ly
’ Hs 57 9 11

-1,00 A
-2,00 A
-3,00 1
-4,00

Hir har vi utgdtt frén definitionen av s Berikningen ir gjord pa nigra f3
minuter tack vare "autofill” som enkelt kopierar en berikningsformel frin
en rad till ect godeyckligt antal andra rader. Vi ser hela kalkylen steg for steg
som vore den gjord fr hand med papper och penna. Egenskaperna hos S°
framtrider tydlige. Till detta har lagts en bild som visar avvikelserna frin
medelvirdet, vilka f6rtjinar att jimféras med standardavvikelsen s.

Vikan nu borja experimentera med att 4ndra enstaka virden och se hur
§° forindras, hur outliers eller trimning péverkar dess virde etc. Hela tiden
ser vi alla steg i kalkylen, inte bara slutresultatet, vilket ir fallet nir vi
anvinder ett standardprogram.

Observera att Excel i detta fall ersitter handrikning. Diremot menar vi
naturligtvis inte att man ska gora pé detta sict vid professionell berikning av
standardavvikelser: for detta indamdl anvinds naturligen ett standard-
program (cller Excels inbyggda funktion for ). Idén ir siledesattanvinda
Excel for att undersdka och befista kunskapen om den statistiska metoden,
men direfter gd vidare till professionella verktyg.

Faktum ir att i detta fall lir man sig troligen mer in vid traditionell
handrikning, eftersom definitionen (1) kan anvindas i stillet f6r den
intetsigande formeln (2). Det kan tilliggas att man genom att anvinda de
i Excel inbyggda sannolikhetsférdelningarna dven slipper ett otidsenligt
och ur pedagogisk synvinkel ointressant sldende i statistiska tabeller.

Exemplet Logistisk regression
Datorutvecklingen har méjliggjort en bred anvindning av statistiska meto-
der som kriver si pass omfattande berikningar att handrikning 4r omailig
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eller endast kan genomforas i mycket begrinsad omfattning. Hir kommer
kalkylprogram vil till pass. Ett exempel ir en pdbyggnadskurs i logistisk
regression och log-linjira modeller dir vi anvinder Excel pé bred front
(Ohlsson 1996). S& gott som hela det traditionella handriknandet har
ersatts av inlimningsuppgifter med Excel. For att dven ge ett professionellt
verktyg gors vissa projekt med SAS — men férst efter omfattande arbete med
Excel.

Examination

Ett problem vid all datoranvindning ir examinationen. P4 véra kurser
tillimpas blandade redovisningsformer. Vissa uppgifter limnas in skriftligt,
men huvudsakligen gérs redovisningarna “live” vid datorn. Detta dels for
att ménga frigestillningar (medvetet) saknar ett entydigt svar och dirfér
kriver diskussion, dels for att undvika att ndgon student klarar arbetet med
otillbsrligt stor hjilp av sina kamrater. I fallet med kalkylprogram giller
dessutom att det ir svdre ate skriftligt kommentera felaktiga berikningar.

Problemet 4r dock att examination "live” ir mycket arbetskrivande. Det
dr ocksd svért att sirskilja rollen som handledare och examinator. I prakti-
ken leder detta till en oro for att det ska bli for lite ace klara kursen — om
studenterna gor ndgot fel leder ju handledaren in dem p4 riite vig igen. Om
liraren i slutindan finner att studenten inte presterat tillrickligt mycket
sjilvstindigt arbete dr det svért att underkiinna henne/honom eftersom
mdjlighet till >omtentamen” inte ges p& ndgot naturlige site. Vi har valt ace
dven pd kurser med omfattande datorévningar ha en skriftlig teoritentamen.
Om vi ska ta datordvningar och projektarbeten pé allvar miste vi finna
tillfredsstillande sitt att examinera dessa. Det finns idag en dverhingande
risk att savil studenter som lirare tinker att “tentan ir dnd3 viktigast”,
eftersom det 4r dir man 7skiljer agnarna frén vetet”.

Férhoppningsvis kommer vi i framtiden att fortsitta g mot en under-
visning som innehaller mer av sjilvstindigt arbete, mer realistiska data och
fallstudier och mindre av traditionella rikningar av standardtal. Frigan ir
bara hur vi ska orka med den dirtill hérande examinationen utan att sinka
kvalitetskraven, samtidigt som antalet studenter 6kar. Nya, effektiva sitcate
examinera datoruppgifter skulle vara synnerligen vilkomna.
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En matematiklaboration per kurs

Hakan Sollervall
Uppsala universitet

Sammanfattning

Under 1998 har en arbetsgrupp vid Uppsala universitets matematiska
institution séktlimpliga former for datoranvindning i forsta rets matematik-
kurser pa véra civilingenjérsprogram. Dettaarbete har resulteratiinférande
av MATEMATIK-laborationer, en pd varje kurs.

Bakgrund

Hosten 1994 fick var institution medel frin Grundutbildningsridet for att
introducera programmet Maple i grundutbildningen. Lisdret 1994-1995
producerade Leif Abrahamsson och Bo Styf ett stort antal évningar till
kursen Envariabelanalys for de bida civilingenjérsprogrammen Miljo- och
vattenteknik samt Materialfysik. Dessa dvningar utprovades i fyra lektions-
grupper, som alla hade schemalagd tid i datorsal.

Under de tvé foljande lisiren togs 6vningar fram till kurserna Grundlig-
gande algebra och Linjir algebra. Flera grupper (ca 10 varje lisir) och flera
lirare hade schemalagd lektionstid i datorsal. Studenterna var under det
forsta dret ganska positiva till 6vningarna, men under de senare dren fick
dessaalltmer negativaomdémen. Studenterna ansigsirskiltattde fick igna
alltfor mycket tid 4t den komplicerade Maple-syntaxen och att de dirfor
inte hann tilldgna sig det matematiska innehallet i 6vningarna.

Lisaret 1997-1998 var évningarna ett frivilligt inslag i kurserna.

Arbetsgruppens arbete: fas |

Vir institution beslutade viren 1998 atc tillsitta en arbetsgrupp bestiende
av fyra lirare och fyra studenter med uppgift att underséka om vi borde
dteruppta datoranvindningen i de inledande kurserna pa civilingenjors-
programmen. Under arbetet kom vi ganska snart in pé att diskutera

119



datorlaborationer. Nedan redovisas nigra synpunkter vi bedosmde som

viktiga.

* laborationerna ska stédja studentens matematiska utveckling

* laborationerna ska behandla enkla moment i kurserna (fir ej vara
tidskrivande)

* det matematiska innehillet ska betonas

* studenten ska dva sig i att uttrycka sig matematiske

* studenten ska uppmanas att arbeta bade f6r hand och med dator

* studenten ska f3s att inse datorns méjligheter som matematiskt
verktyg

* studenten miste f& detaljerade instruktioner, sivil vad giller genom-

forande av laborationerna som hantering av berikningsprogram

Arbetsgruppen kom fram till act féresld inférande av matematik-laboratio-
ner. Att anvinda datorer och lira sig anvinda berikningsprogram bedéms
vara mindre viktigt 4n att tilligna sig matematiken.

For att inte alltfér mycket stora den ordinarie (enligt studenternas
virderingar vil fungerande) matematikundervisningen bedomde vi det
limpligt att ha en laboration i var och en av kurserna Envariabelanalys,
Grundliggande algebra och Linjir algebra. Att ha laborationer i sa liten
omfattning stiller stora krav pd det material som ska anvindas. Materialet
miste innehdlla detaljerade anvisningar och stéd for hantering av aktuella
berikningsprogram. Vi valde att enbart anvinda Maple, dels med tanke pa
personalens kompetens, dels med tanke pd att universitetet har en site-
licence for Maple. Vi bedémde att ildre studenter kan anvindas som
handledare vid de tvd timmar som schemaliiggs i datorsal for varje labora-
tion. Dessa handledare har studenterna méte tidigare under kursen Intro-
duktion till datoranvindning, som ges till samtliga nyborjare och ger
nédvindiga baskunskaper i att hantera datorer.

Arbetsgruppens arbete: fas 2

Det egentliga arbetet med att utforma laborationerna pabérjades i slutet av
mars 1998. Att ta fram ett material som ska kunna anvindas av forstadrs-
studenter vid ett enstaka tillfille i varje kurs bedomdes kriva en hel del
arbete. De ldrare (Kerstin Ekstig, Lennart Salling, Bo Styf, Hakan Soller-
vall) som ska arbeta med att ta fram laborationsmaterialet fir dirfor viss
kompensation avinstitutionen i form av nedsatt undervisningstid. Student-

representanterna stillde upp som utvirderare/fdrslagsgivare och foreslog
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bland annat att varje laboration bor redovisas i form av en skriven rapport,
vilket vi forde in som ett moment i laborationen.

Materialet, i form av ett skrivet hifte, utformas allmint med tanke pd att
ge studenten sd mycket stéd som majligt i alla delar av laborationen.
Materialetinleds med en motiverande diskussion om varfor vi har matematik-
laborationer. Sedan féljer tips och allminna instruktioner, laborations-
beskrivningar, allminna Maple-tips, utskrivna hjilpfiler, rdd och anvis-
ningar till rapportskrivning och allra sist ett exempel pé en firdigskriven
rapport.

Storre delen av materialet utgérs av laborationsbeskrivningarna. Varje
sidan inleds med en kort presentation av det matematiska innehéllet (en
sida) som ocksd innehéller tips om vilka Maple-kommandon som kan vara
anvindbara. Uppgiftssidan (andra sidan) dr uppdelad i tvd delar. Forsta
delen bestdr av 2-3 forberedande ganska enkla uppgifter, som ir tinkta act
16sas f6r hand. Dessa uppgifter ska 16sas innan studenterna (de arbetar tva
och tvd i grupp) kommer till den schemalagda lektionen i datorsal. De
forberedande uppgifterna belyser metoder som kan anvindas vid den
egentliga laborationen. Syftet 4r att studenterna ska komma vil forberedda
till datorsalen.

Vi har dessutom lagt ner en del arbete pa att ta fram limpliga hjilpfiler
till Maple. (Enligt min uppfattning har Maples hjilpfunktion grava peda-
gogiska brister, for att inte tala om programmets syntax som ir hopplst
foréldrad. Trots detta kan jag inte finna ndgot bittre alternativ bland kiinda
program sisom Derive, Excel, Mathcad, Mathematica, dir de tva sist-
nimnda kanske ligger nirmast till hands som alternativ.) Hur som helst
anser vi att Maple blir ett ganska bra verktyg nir det anvinds tillsammans
med tips om kommandon (t.ex. solve och plot fér den laboration som
behandlar interpolation) och de hjilpfiler vi har tagit fram till dessa

kommandon.

Aterstaende arbete

I skrivande stund hésten 1998 ska de forsta grupperna ha sina forsta
lektioner i datorsal. Naturligtvis 4r vi mycket nyfikna pi studenternas
virderingar. Dessa borde vara sammanstillda i november/december. Hor
girna av er till soller@math.uu.se om ni vill veta hur det gick.
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En separat kurs for datorstodda
matematikverktyg

Inge Soderkvist
Luled tekniska universitet

Sammanfattning

Vid Luled tekniska universitet ges sedan tvd r tillbaka en 2-poingskurs med
namnet Introduktion till Datorstédda Matematikverktyg. Kursen avser att
ge studenterna en dverblick dver existerande sédana verktyg samterfarenhet
av praktiskt anvindande av verktygen Matlab och Maple. Vi ger en kort
presentation av kursen vad giller bakgrund, innehill och undervis-
ningsformer samt diskuterar erhdllna erfarenheter. Mer information om
kursen kan man hitta pd WWW-sidan “htep://www.sm.luth.se/~inge/
courses/ MAMO098/MAMO098.html”.

Bakgrund och malsittning

I grundkursen i matematik pd civilingenjérsprogrammen i Luled dvergick
man for fyra ir sedan frin att anvinda programmet Matlab till act anviinda
Maple som verktyg i undervisningen. Detta ledde till att teknikimnena i
hégre arskurser fick studenter utan erfarenhet av Matlab, vilket man
upplevde som en betydande svérighet. Vi besldt dirfor att erbjuda en kurs
dir man kunde lira sig grunderna i Matlab men iven fordjupa sitt
kunnandeianvindandetavandra matematikverktyg. Malsittningen var act
ge studenterna en Sversike dver olika verktyg och en kunskap om dess starka
och svaga sidor, samt att studenterna skulle erhdlla en sidan firdighet i
praktiskt anvindande av Matlab och Maple att de sjilva kan nyttja dessa
verktyg nir de kiinner behov av detta.

Kursinnehall och undervisningsformer
Kursinnehéllet fordelas enligt : orientering om olika verktyg 5 %, Matlab 65
%, Maple 25 % och Unix 5 %. Tonvikten pid Matlab motiveras av
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teknikimnenas behov samt att vi vid matematikinstitutionen erbjuder andra
fordjupningskurser i Maple. Tanken var att studenterna i stor utstrickning
skulle arbeta sjilvstindigt (eller i grupp) och soka sig till ny kunskap och
erfarenhet pd egen hand. Som stéd och komplement till dessa enskilda studier
erbjod institutionen 4 st. foreldsningar, 4 st. lirarledda datorpass samt
individuell handledning vid behov. Foreldsningarnas syfte var atc vicka
intresse for verktygen och att ge en dverblick éver nir och hur verktygen bor
anvindas. Momentsom erfarenhetsmissigt visat sig svira att forstd for ménga
studenter forklarades, t.ex. hur man skickar funktioner som parametrar till
funktioner i Matlab, vad det ir for skillnad pd en funktion och ett uttryck i
Maple och hur de olika datastrukeurerna fungerar i Maple. Smd tips som ir
bra vid det praktiska handhavandet gavs ocksd, t.ex. hur man avbryter en
pigdende exekvering, hur man enklast "debuggar” sina program, hur man
hittar limpliga kommandon, hur man tolkar felmeddelanden, etc. Sidana
smd viktiga detaljer ir ofta svira att hitta i manualer. Diremot dgnades nistan
ingen tid till att gd igenom syntax och kontrollstrukturer, vilket limnades till
sjalvstudier.
Examinationen bestod av 3 st. inlimningsuppgifter:
* en stdrre uppgift i Matlab med en hel del programmering, se nedan,
* mdnga smé uppgifter i Maple varav nigon kriver egendefinierade
procedurer,
* enklare 6vning i att anvinda Matlab och Maple under Unix (mycket
litt for de flesta).

Kurslitteraturen bestod férutom av nigra egenkonstruerade inledande
ovningsuppgifter i matlab dven av Maplehandboken (Andersson och Nils-
son 1995), Matlab Primer (Sigmon 1993), utdrag ur Datorhanboken —
UNIX (Andersson 1995), samt sidor pd www.

Exempel pa inlamningsuppgift

Vid design av den lite storre inlimningsuppgiften i Matlab hade kurs-
ansvarig (undertecknad) f6ljande designkrav:

* Icketrivial uppgift (svir att 16sa utan verkeyg)

* Problemstillningen litt att forstd

* Litt att komma iging

* Kriver att man lir sig verktyget

* rolig och stimulerande

* Mojligt att forstd vad som hinder (visualisering ?)
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De flesta av dessa krav realiserades av en uppgift dir man med Newtons
metod i tvd dimensioner hittar skdrning mellan en cirkel och en ellips samt
illustrerar detta grafiskt enligt exemplet nedan.

25F b

Erfarenheter

Under tvd ar har totalt ca 250 studenter genomgétt kursen. Dessa ir
overvigande mycket positiva och forvintar sig fi stor behillning av de
erhillna kunskaperna. P4 grund av varierande forkunskaper (matematik-
kursen i 8k 1 pa civilingenjorsprogrammen eller motsvarande rekom-
menderas) har svirighetsgraden pa kursen upplevts vildigt olika. Minga
studenter upplevde Unix-avsnittet som onddigt (de som hade Unix-
kunskaper sedan tidigare) eller som mycket arbetsamt och besvirligt (de
som aldrig tidigare varit i kontakt med Unix). Detta har fite dll foljd ate
Unix-delen utgdr infor &rets upplaga av kursen samt att en samling littare
Matlab-uppgifter i stillet ingdr i examinationen. Dessa uppgifter har
tidigare &r varit rekommenderade till studenterna innan de pdbérjar arbetet
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med inlimningsuppgifterna. P4 grund av iver (och oférstdnd?) struntade
dock ménga studenter i dessa uppgifter vilket fick till £6ljd att inlimnings-
uppgifterna blev onédigt svira. Flertalet studenter framforde sikten att en
sddan hir kurs borde vara obligatorisk for alla i dk 1.

Som ldrare pé kursen upplever man att studenterna dr mycket motive-
rade och flitiga. Deras prestation ligger mycket 6ver vad man uppleveri t.ex.
grundkurser i matematik. Den stdrsta anledningen till detta ir sjilvklarc ate
denna kurs bara har valts av studenter som ér intresserade av imnet och som
tror sig behéva matematik och dess verktyg i sin fortsatta verksamhet. En
fraga dr ddrfor hur man ska nd uttill de studenter som ér mindre intresserade
av matematik men som 4nd3 troligen skulle ha stor behallning av en sédan
hir kurs.

En fordel med en separat kurs for verktygen jimfért med kurser dir
verktygen integreras med den vanlig undervisningen ir att man tillaes ate
fokusera pa hur sjilva verktygen anvinds. Detta ger méjlighet for studen-
terna att komma 6ver den kritiska troskel som gor att de upplever verktygen
som en bra hjilp och inte som négot ytterligare besvirligt momentien kurs.
Vid integrerade kurser 4r det oftast ndgot annat som stér i centrum och fér
att kunna studera detta slutar t.ex. en laboration inte sillan med att liraren
talar om precis hur ett kommando ska skrivas och hur resultatet ska tolkas.
Fér att studenten ska fi egen f6rtrogenhet med verkeyget krivs en kritisk
miingd eget experimenterande samt att studenten fir tid att gora och sjilv
reda ut en stor mingd misstag.

D4 minga institutioner idag upplever en ekonomisk dtstramning 4r det
i detta sammanhang intressant att pipeka att kursen i mycket hog grad
stimulerar dll sjidlvverksamhet frén studenternas sida. Detta innebir att
kostnaden for lirarledd undervisning kan hillas nere samtidigt som kvalitén

uppritthalls pa en hég niva.
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Datorn som experimentverktyg

Anders Tengstrand
Hoégskolan i Vixjo

Sammanfattning

Frin undervisningsprojekt vid Hogskolan i Vixjo, som byggde pa kontinu-
erlig examination, grupparbete och héga krav pd muntliga och skriftliga
redovisningar, ges hir exempel pé att datorn kan vara ett effektivt hjilp-
medel f6r att illustrera och motivera dven mer teoretiska delar av matema-

tiken.

Inledning

Titeln pé& denna forelisning 4r mahinda en aning pretentivs. Men nir jag
skulle foresl en rubrik erinrade jag mig att jag sett att datorn kan anvindas
i matematikundervisningen pa visentligen ett av f6ljande tre sitt:

* som riknehjidlpmedel

* for att skapa forstdelse

* som experimentverktyg for att uppticka samband.

Det jag tinkte berdtta om passar bist under den tredje rubriken. Naturligt-
vis dr det mycket svirt och kanske olimpligt att i grundutbildningen lta
studenterna sdka helt nya samband, som ingen forut uppticke. Detta ir till
for forskarna. Men man kan ind& ge studenterna relative dppna frige-
stillningar och ldta dem experimentera med hjilp av datorer. Problemen
kan laggas tillritta s att de sjilva uppticker samband, som vi lirare redan
kinner till. Detblir sedan en utmaning ace f3rklara och diskutera resultaten.
Kan de fogas in i en mer generell teori som vi redan kinner? Eller kan det
vara limpligt att skapa en ny teori? Kan resultaten bevisas? Vad ir i s3 fall
ett bevis?

Genom att studenterna sjilva funnit samband som de till en bérjan
finner en aning forbryllande kan man méjligen motivera dem for de mer
teoretiska frigestillningar som karakteriserar det vi kallar riktig matemartik.
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Jag kommer att ge ndgra exempel pd hur vi arbetat med denna typ av
problem vid Hégskolan i Vixjs. Anvindandet av datorer i vir matematik-
undervisning var frén bérjan inget huvudindamail. Det uppstod som en
foljd av undervisningsforssk som hade helt andra mélsittningar. Jag gor
dirfor forst en mycket kort presentation av dessa projeke.

Nagra undervisningsprojekt

Under 1991-93 genomférdes ett undervisningsprojekt i matematik vid
Hoégskolan i Vixjs. En del av projektet, som kallades "Matematiken i de nya
ingenjorsutbildningarna”, syftade till att ligga 6kad vike vid kommunikativa
firdigheter och att lita studenterna l3sa mer omfattande problem, som inte
kan ges pd en tentamen. Dessa tankar genomfordes mer radikalti ett projekt
”Nya examinationsformer for att utveckla studenternas kommunikations-
forméga och kreativitet i datalogi och matematik”, som genomférdes 1996/
97. Projekten byggde pé

* kontinuerlig examination med obligatoriska inlimningsuppgifter

* grupparbete

* hoga krav p& muntliga och skriftliga redovisningar.

Bida projekten stéddes av Grundutbildningsridet och ir redovisade i

Tengstrand (1994) och Hedenborg och Tengstrand (1997). Arbetsmeto-

derna har efter férséksverksamhet borjat anvindas allemer i matematik-

undervisningen vid Hégskolan i Vixjs. De erfarenheter som redovisas i

detta foredrag dr himtade frén foljande kurser:

* inledande analys och linjir algebra f6r ingenjorsutbildningarna (150
studenter)

* den inledande 20-poingskursen (200 studenter)

* en 5-podngskurs p& 21-40-poingsniva i klassisk geometri (75 studen-
ter).

En visentlig del av arbetet med denna typ av undervisning ir att konstruera
limpliga uppgifter. Det ligger d& nira till hands act utforma problem dir
datorn ir ett hjilpmedel. Hos oss var det alltsd inte ett mél att anvinda
datorn i matematikundervisningen. Den kom in som en f6ljd av de
undervisnings- och examinationsformer som vi bestimt oss for.

De programvaror vi anvint har varierat frin kurs till kurs. P ingen-
jorsprogrammen har det varit naturligt attanvinda Matlab, eftersom denna
programvara anvinds genomgdende pa dessa utbildningar. P4 20-poing-
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skursen har vi anvint Mathematica och pd geometrikursen Geo-meter’s
Sketchpad. Vi har givit kortare undervisningspass dir vi introducerat
programvarorna men det mesta har studenterna fittklara pd egen hand med
hjilp av s.k. lathundar. Enligt min mening har det i stort sett fungerat bra.
Eventuellt kan det bero att en stor del av vdra studenter gr pd data-
vetenskapliga program och ir nyfikna pd och vill sitta sig in i nya

programvaror.

Nagra exempel
Jag kommer att illustrera arbetssittet med hjilp av tvd exempel. Problemen
4ribada fallen himrtade frin den klassiska geometrin. Visserligen ir de flesta
av véra inlimningsuppgifter himtade frin andra omrdden men problem
frin den klassiska geometrin tydliggér genom sin dskddlighet de frigestill-
ningar jag kommer att diskutera.

Det forsta problemet har anvints bide pa den inledande 20-poingskur-
sen och pd kursen i linjir algebra inom ingenjérsutbildningarna.

Problem I:

Betrakta en godtycklig triangel och skriv in en cirkel i triangeln. Forbind
tangeringspunkterna. Vi fir d& en ny triangel som har en inskriven cirkel
och vi férbinder dess tangeringspunkter och fir en ny triangel osv. Bestim
vinklarna i den triangel vi fir efter att ha upprepat proceduren en géng, tva
ginger, tre ginger, tio gdnger osv. Vad hinder i det linga loppet?

Med hjilp av enkel triangelgeometri fir man att sambandet mellan vink-
larna A, B och C och vinklarna A,, B, och C, i den inskrivna triangeln ir:

A =ip+ic
2 2

B, =SA+ic
2" 2

C,=A+ip
2" 2

eller med matriser:
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X, betecknar motsvarande kolonnmatris efter det att vi upprepat kon-
struktionen 7 ginger sa giller naturligtvis

X, =T"X"

Med hjilp av t.ex. Mathematica ir det nu ldtt att se att vilken triangel vi dn
bérjar medsd dr X | ungefirlikamed (60 60 60)*forstora 7 ir om vi miter
vinklarna i grader. Det dr ocksa litt act se att

0.333 0.333 0.333]
T" =[.333 0333 03330
0 0

[0.333 0.333 0.3331
for stora 7.

Resultaten kan tas som utgéngspunkt for en rad frigestillningar som kan

diskuteras under redovisningen av uppgiften:

* Kan man geometriskt inse att trianglarna konvergerar mot en liksidig
triangel?

* Har vi med Mathematica bevisat att samtliga trianglar konvergerar
mot en liksidig triangel?

* Vad skall vi kriva av ett bevis?

* Andra arbetsgrupper har arbetat med helt andra problemstillningar
som t.ex. Markovkedjor och de har gett upphov till samma matema-
tiska modell. Man vill berikna potenser av en kvadratisk matris. Bor
inte en teori skapas med vars hjilp vi kan berikna matrispotenser?
Finns det matriser dir det ir litt att beridkna potenser? Vilka i s3 fall?
Kan det utnyttjas?

Det andra problemet har jag himtat frin kursen Geometri och algebra.
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Problem 2:

P4 var en av sidorna i en godtycklig triangel ritas utdt en liksidig triangel.

a) De nya horn som uppstdr forbinds med motstdende hérn i den
ursprungliga triangeln. Visa att dessa tre sammanbindningslinjer skir
varandra i en punkt (Fermatpunkten).

b) Visa att tyngdpunkterna i de tre liksidiga trianglarna bildar en liksidig
triangel (Napoleontriangeln).

Figuren illustrerar Fermats punkt.

Dessa bada problem ir intressanta dirfér att de flesta studenter inte riktigt
verkar tro att pastdendena dr sanna. De ritar forst flera figurer med papper
och penna och 6vergar sedan till Geometer s Sketchpad. Detta ritprogram
kan anvindas for att gora konstruktioner i Euklides” anda. I vért fall ritar
man férst en godtycklig triangel och konstruerar sedan de liksidiga triang-
larna och sammanbindningslinjerna mellan hérnen med “datorpassare”
och “datorlinjal”. Detir sedan méjligtatt kontinuerligt deformera trianglen
medan datorn "kommer ihig” konstruktionerna. Studenterna ser att de tre
linjerna skir varandra i en punke i den figur de forst ritat och dven i alla de
figurer som uppstar nir triangeln deformeras kontinuerligt.

Efter att ha anvint datorprogrammet verkar de flesta studenter tro att de
trelinjernaalltid skidr varandraien punkt. Men de flesta kriver ocksé ett mer
“teoretiskt” bevis for att kunna f6rstd varfor det 4r sant. De anstringer sig
for att sjilva finna ett sédant, men méste i regel fa hjilp med nigon idé. Den
kan till exempel vara en litteraturhinvisning. Lésningen pd vissa problem
finns ocksé pa Internet. Vid en redovisning kan studenterna sedan presen-
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tera ett logiskt sammanhingande bevis.

Den typ av frigor som kan diskuteras i samband med redovisningar av
problem av denna typ ir:

* Vad ir ett bevis? Ger Geometer’s Sketchpad ett bevis? Vi kan ju
genom att kontinuerligt deformera triangeln kontrollera ett odndligt
antal fall.

* Vad fir man anvinda i ett bevis? Hur bygger man deduktivt upp en
matematisk teori?

¢ Vad skall man kriva av ett bevis?

¢ Hur vet man att ett bevis ir korreke?

Avslutande anmairkningar

Datorn kan vara ett effektive hjilpmedel f6r att illustrera och motivera dven
mer teoretiska delar av matematiken. Den ger studenterna méjligheter att
experimentera och uppticka samband som 4r svéra att se om man bara har
papper och penna. Rittvalda exempel kan skapa behov av bevis for ate forsed
sammanhang, behov av att bygga upp teorier for att f2 6verskddlighet och
forklara samband. Valet av exempel 4r viktigt. Det méste finnas nigon form
av dverraskningsmoment i de monster som avslgjas. Detr littare actkinna
behovet av ett bevis for ovintade samband in for gamla kinda satser som
Pythagoras’ sats och satsen om vinkelsumman i en triangel — satser som
studenterna sedan linge accepterat.

Jag har funnit att i den klassiska geometrin finns minga problem som
stimulerar studenternas nyfikenhet. Klassisk geometri 4r knappast nigot
som tillimpade Zmnen har s3 stor glidje av men min erfarenhet 4r act den
tilltalar ménga genom sin enkelhet och genom sin dskidlighet. Den
erfarenheten fick jag for 6vrigt redan under min tid som lirare i grundskolan
pa 60-talet. Ettannat sidant omréde ir talteori, som man inte heller i férsta
hand forknippar med tillimpningar. Att med hjilp av bl.a. datorn gora
experiment inom klassiska delar av matematiken som geometri och talteori
kan vara en investering for att bittre f6rstd de mer komplicerade teorier,
t.ex. analys och linjir algebra, som tillimpningarna kriver.

Referenser

Tengstrand, A. (1994). Matematiken i de nya ingenjorsutbildningarna.
Institutionen for matematik, statistik och datavetenskap. Hogskolan i
Vixj6.
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Datoranvandning i grundlaggande
matematikundervisning vid Umea
universitet

Peter Wingren

Umea universitet

Sammanfattning

Mitt foredrag i Sigtuna var uppdelat i tre kortare avsnitt och ett lingre. De
kortare utgjordes av en dversikt av datoranvindningen i matematik i Umed
i kvantitativa och kvalitativa termer, en summarisk beskrivning av ett
distansundervisningsprojekt som kallas Pajalaprojektet, samt lite informa-
tion om Problemldsning med dator — en matematikkurs pa C-niva. Det
lingre avsnittet handlade om fraktaler i teori och tillimpningar, ett exempel
pd en tinkbar introduktion dll en kurs i linjir algebra eller dll ett
projektarbete om fraktaler.

Oversikt av datoranvindning i matematik vid
Umea universitet
Lisaret 94/95 och tidigare forekom viss anvindning av Mathematica pa
civilingenjorsutbildningarna i teknisk fysik (Tefy) och teknisk datavetenskap.

Under ldsdret 95/96 borjade vi successivt att inféra datorlaborationer pa
véra matematikkurser. Héstterminen inleddes for lirarnas del med en
obligatorisk kurs i Maple (10 timmars nedsittning per lirare) och for
studenternas del med en introduktion i datorkunskap och Maple p& 1-2
timmar. Vi besldt ocksd att studenterna skulle ha tvé stycken 2—-3-timmars-
pass med enkla laborationer pd varje 5-poidngsmoment under Matematik A
ochatt tvd av kurserna pd Matematik B skulle innehélla laborationer. Under
dret borjade vi ocksd planera for att géra om matematikundervisningen for
teknisk fysik s3 att 20 % skulle utgoras av datorlaborationer.

Under 96/97 genomfdrdes planerna som utarbetats under 95/96. Det
innebar att 6 poing av de drygt 30 som ir obligatoriska pd Tefy gors som
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"Maple-poing”. Frin detta ar kan vi siiga att 40 % av vira 750 nybérjare far
nigon form av datorundervisning innan de limnar oss.

Under 97/98 har vi trots institutionens ekonomiska svérigheter nistan
lyckats halla datorundervisningen p& samma kvantitativa nivd som under
foregdende lisir.

Utover ovanstiende vill jag tilligga att framging i arbetet med att infora
anvindandet av datorer i undervisningen gynnats av att vi haft nigra
eldsjilar bland lirarna, duktiga doktorander och att 90 % av lirarna varit
positiva. Viktigt har ocks8 varit att vi fitc mycket erfarenhet frin det stora
datorinslaget pa Tefy. Vi har ocks3 tillgodogjort oss erfarenheter fran andra

universitet.

Pajalaprojektet

Fyrtio-femtio mil norr om Umed ligger Pajala. Det ir ett litet samhille med
framtidstro och initiativkraft. Pajala har foretag som behéver ingenjorer
men f6r f3 ingenjorer finns act . Med hjilp av nationell och lokal satsning
och EU-pengar drivs hir ett utbildningsprojekt dir Umed universitet
ansvarar for utbildning av 25-40 ingenjorer. Utbildningen bérjar med att
studenterna bygger sin egen dator. Matematiska institutionen svarar for
undervisningen i matematik p& 10 poing. Undervisningen sker pd distans
frin Umed kompletterad med handledning av lokal (skicklig) lirare.
Kontinuitet i undervisning och lirande skapas med foreldsningar, lektioner
och kommunikation i datornitverk. Féreldsningar dger rum i stort sett
varannan dag med hjilp av videokonferenssystem. Kommunikationen ir
tvévigs. I Umed finns tvi kameror, en riktad mot lirare+tavla och en mot
eventuella dokument. I Pajala finns en tll tvd8 kameror riktade mot
studenterna. Ljudet gir i bida riktningarna. I datornitverket anvinder vi
"Net-meeting”. Det ger varje person i ndtverket, dvs. studenterna och de tvd
undervisande lirarna, méjlighet att rita pd en digitaliseringsplatta och
samtalspartnern ser vad man ritar. Studenten som samtalar med Umed-
liraren ser dessutom liraren pa sin egen bildskirm (med hjilp av en liten
videokamera). Under utbildningens ging fir stcudenterna stifta bekantskap
med Matlab. Det mesta pekar pd att projektet 4r mycket lyckat.

Matematisk problemlésning med dator
Kursen Matematisk problemlésning med dator utvecklades av Leif Persson,
dels under vt -95 och dels under kursens ging sommaren -95. (Per-Anders
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Boo och Peter Wingren stod under forsta ret for en del av kursen). Infor
sommarkursen -96 lade Leif ut allc kursmaterial pa sin hemsida. Négra
studenter liste faktiskt kursen pa distans. P4 hemsidan finns arbetsblad som
man kan himta hem och anvinda. Tentamen skedde dels vid terminal (tre
timmar med alla hjdlpmedel) och dels genom genomférande av ett projekt-
arbete. Tredje sommaren (dvs. 1997) var antalet anmilningar till kursen
mycket stort. Vi tog in minga studenter men di de registrerats (dvs.
kvalificerat sig for studiemedel) férsvann ca hilften spérlost. De som gice
kursen firdigt under de tre &ren har varit mycket ngjda.

Vihar nu kursen som en av vdra vanliga C-kurser. Vi har ocksa diskuterat
att ha den som en B-kurs.

Fraktaler i teori och tillampning

Jag tror att en beskrivning av fraktaler och deras tillimpningar kan vara en

utmirke introduktion till en kurs i linjir algebra eller till ett projektarbete.

Jag gav dirfor exempel pa en sddan introduktion och berittade s3 hir:
Ett par 4r efter min disputation kte jag pd ett postdoc-ér till Georgia Tech
i Atlanta. Jag &kte for att lira av och samarbeta med en forskargrupp som
sysslade med fraktal geometri. D4 jag anlinde till Atlanta visade det sig att
gruppens tre mest framstiende foretridare limnat universitetet och startat
ett foretag, Iterated Systems. Detta var &r 1990. D4 jag dter besskte Georgia
Tech viren 1997 hade foretaget ca 100 personer anstillda. Friga: Hur kan
tre rena matematiker bli 100 industrimatematiker pa endast sju ar?

Svaret 4r linjir algebra och frakeal geometri.

Direfter stillde jag fyra frigor
1) Vad ir en frakeal?,
2) Varfor ir fraktalerna intressanta for naturvetare?,
3) Vilka dr frakealernas historiska rétter? och slutligen
4) Vad gor de 100 tillimpade matematikerna vid Iterated Systems?

Fér att besvara frdga 1 visade jag ett forskningsinformationsmaterial om
fraktaler av Wingren och Nilsson (1998). Materialet forklarar begrepp som
sjilvlikformighet, starkt sonderbruten och frakral dimension utifrin nigra
klassiska fraktaler. Forstdelsen underlittas av animeringar.

For att besvara frdga 2 konstaterade jag forst att det under fregdende &r
skrevs mer in 3 000 vetenskapliga arbeten om naturvetenskap som anvinde
sig av fraktal geometri. Sedan utgick jag frdn en artikel i Narure av Morse,
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Lawton, Dodson och Williams (1985). Jag gjorde en stark popularisering
av innehéllet for att visa att antalet insekter som lever pd viss vegetation ir
en funktion av vegetationens fraktala dimension.

Fréiga 3 besvarade jag genom att beritta om nigra avgdrande resultat av
Cantor, Lebesque, Caratheodory och Hausdorff och Banach. I och med
Hausdorffs generalisering av Caratheodorys resultat fanns egentligen det
visentligaste for att utveckla och samtidigt tillimpa den fraktala teorin i vir
fysiska verklighet. Redan pd 1930-talet fanns alltsd det fraktala fréet fulle
firdigt for utveckling men det blev sovande till 70- och 80-talen.

Slutligen besvarade jag frdga 4 genom att beskriva vad matematikerna vid
Iterated Systems sysslar med, frakcal bildkomprimering. Det senare kan
man lisa om i en bok av Yuval Fisher (Fisher 1994). Det ir en utmirkt bok.
I den beskrivs grundprincipen for tekniken med fraktal bildkomprimering.
Utgdende frén en given bild liter man via matematiska transformationer
(exekverade av datorn) delar av bilden flyta runt samtidigt som den
forminskas, roteras, speglas och forindras med affina avbildningar som
dessutom ir kontraktioner. Under denna rorelse och f6rindring av bild-
elementet jimfér man med den underliggande bilden och bokfér stora
overensstimmelser. Det man gor under denna process ir i sjilva verket att
kartligga bildens sjilvlikformighet. Om man genomfér ovanstiende pro-
cess for hela bilden har man som slutresultat ett antal transformationer som
innehiller nistan all information som fanns i bilden. De matematiska
transformationer som visade éverenstimmelsen (sjilvlikformigheten) spa-
ras. Istillet for att sinda bilden kan man nu sinda motsvarande mindre
utrymmeskrivande matematiska formler. Attallt detta fungerar férklaras av
en vilkind matematisk sats, kontraktionssatsen .

Referenser
Fisher, Y. (1995). Fractal Image Compression. New York: Springer Verlag

Morse, D., Lawton, J., Dodson, M. & Williamson, M. (1985). Fractal
dimension of vegetation and the distribution of arthropod body lengths.
Nature, vol. 314, 731-734.
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Wingren P. och Nilsson A. (hemsida) http://www.math.umu.se/fo_info/
fraktaler/index.html
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Posterpresentationer

Vad karakteriserar bra labuppgifter i matematik?
Christer Bergsten, Linkdpings universitet

Sammanfattning
Hésten 1992 bérjade vi i Linkdping med datorlabbar till den inledande
analyskursen f6r Y-linjen inom civilingenjorsutbildningen, med stod av
Grundutbidningsridet. (Bergsten, 1994) Det program som anvindes var
Maple, och labbarna har ungefir samma form idag. I denna poster ges
exempel pd ndgra labuppgifter som anvints. Syftet med postern ir att
diskutera vad som karakteriserar bra labuppgifter.

Bergsten, C. (1994). Symbolic computing and mathematics education.
LiTH-MAT-R-94-30, Department of Mathematics, Linkdping University.

Matematik med dator, 3p
Klas Forsman, Sam Lodin & Per Ahag, Mitthégskolan

Sammanfattning

I denna poster beskrivs en kurs Matematik med dator (3 p), given inom
hégskoleingenjdrsprogrammen 120 p vid Mitthogskolan 1997/98, med
utvirdering och nigra exempel pd 6vnings- och inlimningsuppgifter.

Programmet som anvindes var Maple.

Lekfulla 6vningar infor algebran i grundskolan
Barbro Grevholm, Hégskolan i Kristianstad

Sammanfattning

Innan lirare gir in pé egentlig undervisning om algebra i grundskolan
brukar de introducera lekfulla 6vningar for att férbereda begreppen varia-
bel, virdetabell, formel och funktion. Med kalkylprogram kan dessa
ovningar goras mer laborativa f6r eleverna. Exempel pa sidana évningar

kommer att visas.
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Datorstod for begreppsbildning i matematik inom
ingenjorsutbildningen
Owe Kigesten, Linkdpings universitet

Sammanfattning
I denna poster presenteras resultatet av projektet Computer aided formation
of conceptions in mathematics for engineering education finansierat av
Grundutbildningsradet.

Se webbsidan Attp:/fwww. hgur.selgenerallprojectsikogesten. htm
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